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Graf funkcije [0,1]? > x — d(x, A)




Graf funkcije [0,1]> 2 x — d(x, A)™7, za v = const > 0
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Singularna dimenzija

Kljuéne rijeti:
box (ili Minkowskijeva) dimenzija, Hausdorffova dimenzija, singularni
skup Lebesgueove funkcije, maksimalno singularna funkcija, generalizirani
Cantorov skup, Cantorov raZanj
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Sing u % {aEQ:EIr,fy,C>0 u(x) > x—ap

s-dim X & sup{dimy(Singu) : u € X} € [0, N]

Za funkciju v € X kaZemo da je maksimalno singularna u X, ako
se supremum dostiZe na toj funkciji, tj.

dimpy(Sing v) = s-dim X
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Paralelno rabimo i dimy i dimpg.
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U svim slu¢ajevima (osim u zadnjem) znamo da maksimalno
singularne funkcije sigurno postoje u prostoru X.
OP. Ima li p-Laplaceova jednadZba maksimalno singularno rjeSenje?
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Geometrija skupa maksimalno singularnih funkcija
u Banachovom prostoru X

U pravilu, ako je X Banachov prostor funkcija, te ako posjeduje
barem jednu maksimalno singularnu funkciju v, onda je skup svih
maksimalno singularnih funkcija gust u X.

Dokaz. Ako je ¢ € X neprekinuta i € > 0, onda je ¢ + € v takoder
maksimalno singularna, jer Sing v = Sing (¢ + £ v). Pretpostavka
je da funkcije iz X koje su neprekinute, &ine gust skup u X.

Ako je skup X1, svih nenegativnih maximalno singularnih funkcija
neprazan, onda je on konveksan konus u Banachovom prostoru X:

za bilo koje A12 > 01 u12 € X1, je Mur + Aoaw € X1,

OP. Neka je X neki (tipi¢an) Banachov prostor funkcija, koji ima
barem jednu maksimalno singularnu funkciju. Neka je Xnax skup
svih maksimalno singularnih funkcija u X. Je li Xihax skup prve ili
druge kategorije (u smislu Bairea) u X?
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DragiSa Mitrovi¢ — iskustvo u pripremi nase knjige
Fundamentals of Applied Functional Analysis, 1998.

Mervan Pasi¢ — uveo me u fraktalnu analizu, informacija o
vrlo znalajnim knjigama Kennetha Falconera i Claudea Tricota

Hrvoje Siki¢ — informacija o integralnim reprezentacijama
funkcija u prostorima Besova B59(RN) i Lizorkin-Triebela
F&I(RN)

Patrizia Pucci — priopdila teorem J. Simona o regularnosti
rjeSenja p-Laplaceove jednadzbe —Ap,u = F(x), u € Wol’p(Q)
za p > 2, s desnom stranom F € LP'(Q) - rje3enje je u
prostoru Besova, to¢nije, u € BYT _(Q) (1977., Paris, Thése)

p’,loc
Vesna Zupanovié¢ (od 2003.) — plodna suradnji u fraktalnoj
analizi dinamiZkih sustava (14 radova sa D.Z. et al.)

Michel Lapidus (od 2009.) — intenzivna suradnju u
proutavanju fraktalnih zeta funkcija (11 radova sa D.Z., 10 od
njih i s G. Radunovi¢em)
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iz [0, 1] vadimo srednji otvoren interval Sirine 1 — 2a, preostala dva
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s-dim LP(a, ) =1,zal < p < o0

C(@) = generalizirani Cantorov skup za a € (0,1/2):

iz [0, 1] vadimo srednji otvoren interval Sirine 1 — 2a, preostala dva
intervala su $irine a svaki. (Za standardni Cantorov skup je
a=1/3)

Vrijedi dimy C(?) = dimp C(?) = log; /, 2. (Falconner)

Obje dimenzije teZe k 1 kad a — 1/2.

Graf funkcije d(x, A) za standardni Cantorov skup A:

0 1/3 2/3 1

Slika: Graf funkcije x — d(x, A), gdje je A= C(/3) ternarni Cantorov
skup. Prikazane su samo prve dvije generacije Satora grafa.



Graf funkcue d(x A) 7 za Cantorov skup A= Cc(/3)
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Slika: Za ternarni Cantorov skup A = C(/3) vrijedi
Jy d(x, A)dx < 400 == 7 <1-—logs2
Za vy > 0, njen graf ima prebrojivo mnogo povezanih komponenata (sve
su neomedene) i neprebrojivo mnogo vertikalnih asimptota.




Graf funkcue d(x A) 7 za Cantorov skup A= Cc(/3)
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0 1/3 2/3 1
Slika: Za ternarni Cantorov skup A = C(1/3) vrijedi
Jy d(x, A)dx < 400 == 7 <1-—logs2
Za vy > 0, njen graf ima prebrojivo mnogo povezanih komponenata (sve
su neomedene) i neprebrojivo mnogo vertikalnih asimptota.

Opéenitije, za bilo koji generalizirani Cantorov skup A = C(2):

1
/ d(x,A) 7dx < 400 = 7 <1-logy/,2
0



Sierpinskijev sag A i graf funkcije d(x, A)




Sierpinskijev sag A i graf funkcije d(x, A)
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Graf funkcije d(x, A)™7 za Sierpiniskijev sag A

L

Slika: Vrijedi f[o 1 d(x,A) 7 7dx < +00 <= v < 2 — log; 8.
Za v > 0, graf se sastoji od prebrojivo mnogo neomedenih povezanih
komponenanta. (Lana Horvat Dmitrovi¢ i D.Z., JMAA 2005.)



Harvey-Polkingov rezultat iz 1970.
Vrijedi puno opcenitije, Harvey-Polking (Acta Mathematica,
1970.). Pretp.: A C RN neprazan i omeden, § > 0,
As = {x € RN : d(x, A) < §}. Onda

v< N—-dmgA = d(x,A)7dx < +o0
As
Ako postoji D = dimg A i MP(A) > 0, onda vrijedi i obrat. (Z.
RAE 2005., ISAAC Proc 2009.). Za v > N — dimgA je integral
beskonacan.



Harvey-Polkingov rezultat iz 1970.
Vrijedi puno opcenitije, Harvey-Polking (Acta Mathematica,
1970.). Pretp.: A C RN neprazan i omeden, § > 0,
As = {x € RN : d(x, A) < §}. Onda

v< N—-dmgA = d(x,A)7dx < +o0
As
Ako postoji D = dimg A i MP(A) > 0, onda vrijedi i obrat. (Z.
RAE 2005., ISAAC Proc 2009.). Za v > N — dimgA je integral
beskonacan.

Malo opcenitije: ako je p > 1, onda za bilo koji § > 0 vrijedi

1 -
1< (N =dimsA) = dlxA)7 € L7(Ay)



Harvey-Polkingov rezultat iz 1970.

Vrijedi puno opcenitije, Harvey-Polking (Acta Mathematica,
1970.). Pretp.: A C RN neprazan i omeden, § > 0,
As = {x € RN : d(x, A) < §}. Onda

v< N—-dmgA = d(x,A)7dx < +o0
As

Ako postoji D = dimg A i MP(A) > 0, onda vrijedi i obrat. (Z.
RAE 2005., ISAAC Proc 2009.). Za v > N — dimgA je integral
beskonacan.

Malo opcenitije: ako je p > 1, onda za bilo koji § > 0 vrijedi
1 -
v < E(N —dimgA) = d(x,A)"7 € LP(As)
Neka je skup Q otvoren i omeden u RV i

X =X(Q) ¥ {ue H(Q): IF € 12(Q) - Au=F(x)}

Zelimo izratunati singularnu dimenziju s-dim X.



Gledamo Dirichletov rubni problem sa specijalnom desnom

stranom, gdje ¢emo v > 0 i A C Q odabrati naknadno:
—Au=F(x) % d(x, A, ue HHQ)

Broj v ne smije biti prevelik, jer treba osigurati L?-integrabilnost

desne strane, a ne smije biti niti premali, jer na skupu A Zelimo

generirati singularitete rjeSenja u.



Gledamo Dirichletov rubni problem sa specijalnom desnom
stranom, gdje ¢emo v > 0 i A C Q odabrati naknadno:

—Au=F(x) % d(x, A, ue HHQ)

Broj v ne smije biti prevelik, jer treba osigurati L?-integrabilnost
desne strane, a ne smije biti niti premali, jer na skupu A Zelimo
generirati singularitete rjeSenja u.

Trebamo osigurati ova dva uvjeta na izbor v i skupa A:



Gledamo Dirichletov rubni problem sa specijalnom desnom
stranom, gdje ¢emo v > 0 i A C Q odabrati naknadno:

—Au=F(x) % d(x, A, ue HHQ)

Broj v ne smije biti prevelik, jer treba osigurati L?-integrabilnost
desne strane, a ne smije biti niti premali, jer na skupu A Zelimo
generirati singularitete rjeSenja u.
Trebamo osigurati ova dva uvjeta na izbor v i skupa A:

> [%-integrabilnost od F, a to ¢e biti za v < 3(N — dimg A)



Gledamo Dirichletov rubni problem sa specijalnom desnom
stranom, gdje ¢emo v > 0 i A C Q odabrati naknadno:
—Au=F(x) % d(x, A, ue HHQ)
Broj v ne smije biti prevelik, jer treba osigurati L?-integrabilnost
desne strane, a ne smije biti niti premali, jer na skupu A Zelimo
generirati singularitete rjeSenja u.
Trebamo osigurati ova dva uvjeta na izbor 7 i skupa A:
> [%-integrabilnost od F, a to ¢e biti za v < 3(N — dimg A)
» generiranje singulariteta od u na A, a to ée b|t| zay > 2;
naime, tada Ce biti u(x) > Cd(x,A)~("=2), za C = const > 0.
Znadi, mora biti 2 < (N dimg A), tj. d|mBA <N-—4, N >5.



Gledamo Dirichletov rubni problem sa specijalnom desnom
stranom, gdje ¢emo v > 0 i A C Q odabrati naknadno:

—Au=F(x) % d(x, A, ue HHQ)

Broj v ne smije biti prevelik, jer treba osigurati L?-integrabilnost
desne strane, a ne smije biti niti premali, jer na skupu A Zelimo
generirati singularitete rjeSenja u.
Trebamo osigurati ova dva uvjeta na izbor 7 i skupa A:

> [%-integrabilnost od F, a to ¢e biti za v < 3(N — dimg A)

» generiranje singulariteta od u na A, a to ée b|t| zay > 2;

naime, tada Ce biti u(x) > Cd(x,A)~("=2), za C = const > 0.

Znadi, mora biti 2 < (N dimg A), tj. d|mBA <N-—4, N >5.
Taj uvjet osiguravamo s pomo¢u Cantorovog raznja (Cantor grill)
oblika A= C(@ x [0,1]V=5, a € (0,1/2). Vrijedi
dimg A = dimy A = log; ), 2+ (N — 5). Dakle, s-dim X > N — 4.



Gledamo Dirichletov rubni problem sa specijalnom desnom
stranom, gdje ¢emo v > 0 i A C Q odabrati naknadno:
—Au=F(x) % d(x, A, ue HHQ)
Broj v ne smije biti prevelik, jer treba osigurati L?-integrabilnost
desne strane, a ne smije biti niti premali, jer na skupu A Zelimo
generirati singularitete rjeSenja u.
Trebamo osigurati ova dva uvjeta na izbor 7 i skupa A:
> [%-integrabilnost od F, a to ¢e biti za v < 3(N — dimg A)
» generiranje singulariteta od u na A, a to ée b|t| zay > 2;
naime, tada Ce biti u(x) > Cd(x,A)~("=2), za C = const > 0.
Znadi, mora biti 2 < (N dimg A), tj. d|mBA <N-—4, N >5.
Taj uvjet osiguravamo s pomo¢u Cantorovog raznja (Cantor grill)
oblika A= C(@ x [0,1]V=5, a € (0,1/2). Vrijedi
dimg A = dimy A = log; ), 2+ (N — 5). Dakle, s-dim X > N — 4.
Obratna nejednakost slijedi iz elipticke teorije regularnosti: Yu € X,

ue H* % W22(Q) = dimy(Singu) < s-dimW?32(Q) = N — 4,
dakle s-dim X < N — 4. Zakljuéak: ss<dimX =N —4 za N > 5.



Cantorov razanj A = C(/3) x [0, 1]

0 1/3 2/3 1

Cantorov razanj A = C( x [0,1] u ravnini R? za a = 1/3
(opéenito, 0 < a < 1/2). Pripadaju¢a Hausdorffova i
Minkowskijeva (box) dimenzija su medusobno jednake:

dimy A = dimg A = logy 2+ 1

i obje teZe k 2 kad a — 1/2.



Konstrukcija maksimalno singularnih funkcija u

Banachovom prostoru X
Neka je X neki Banachov prostor realnih funkcija, takav da je
s-dim X > 0. Onda u X postoji niz funkcija v, : Q — R,
k=1,2,3,..., takav da dimy(Sing vx) — s-dim X monotono
kada k — oco. Pretpostavimo da su sve funkcije v, nenegativne.
Funkcija

Z 2=k V|k l (modificirani Steinov trik)
| vi

je dobro definirana: red konvergira u prostoru X jer parcijalne
sume &ine Cauchyjev niz, pa je v € X.



Konstrukcija maksimalno singularnih funkcija u
Banachovom prostoru X

Neka je X neki Banachov prostor realnih funkcija, takav da je
s-dim X > 0. Onda u X postoji niz funkcija v, : Q — R,
k=1,2,3,..., takav da dimy(Sing vx) — s-dim X monotono
kada k — oco. Pretpostavimo da su sve funkcije v, nenegativne.
Funkcija

Z 2=k V|k l (modificirani Steinov trik)
| vi

je dobro definirana: red konvergira u prostoru X jer parcijalne
sume &ine Cauchyjev niz, pa je v € X.

Buduéi da su sve funkcije vx nenegativne, onda je
UkSing v, C Sing v, pa radi prebrojive stabilnosti Hausdorffove

dimenzije vrijedi

s-dim X = sup(dimy(Sing vx)) < dimy(Sing v) < s-dim X.
k

Dakle, dimy(Sing v) = s-dim X, pa je v maksimalno singularna.



Grafi¢ki prikaz maksimalno singularne funkcije

Primjer. Maksimalno singularna funkcije u = u(x) u prostoru
X = L0, b). (Sli¢no i u WkP(Q), itd.) Ovdje ax — 1/2 kada
k — oo.

Slika: Graf maksimalno singularne funkcije u € L1(0, b)



Grafi¢ki prikaz maksimalno singularne funkcije

Primjer. Maksimalno singularna funkcije u = u(x) u prostoru
X = L1(0, b). (Sli¢no i u WkP(Q), itd.) Ovdje ax — 1/2 kada
k — oo.

Slika: Graf maksimalno singularne funkcije u € L1(0, b)

Primijetimo da je dimy/(Sing u|(p—,p)) =s-dim X =1 za r > 0 po
volji mali. U to€ki x = b, funkcija u je maksimalno singularna.



Singularna dimenzija funkcije u € X u totki a € Q

Za L-izmjerivu funkciju u : Q — R definiramo njenu singularnu
dimenziju u to¢ki a € Q:
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e dine (S
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Singularna dimenzija funkcije u € X u totki a € Q
Za L-izmjerivu funkciju u : Q — R definiramo njenu singularnu
dimenziju u totki a € Q:

(Sd u)(a) = lim dimH(Sing u|B,(a)ﬂQ)
r—0+

Time smo dobili funkciju (sd u) : Q — [0, N]. Pokazuje se da je
ona odozdol poluneprekinuta.

OP. Za zadani skup X (na primjer za X generiran Laplaceovom
jedrEdibom) i zadanu odozdol poluneprekinutu funkciju

f:Q — [0, N], postoji li u € X tako da je (sdu) = f?

Za funkciju u € X kaZemo da je maksimalno singularna u tocki

a € Q ako vrijedi (sd u)(a) = s-dim X.

Za svaki od ve¢ spomenutih Hilbertovih prostora X moguce je
konstruirati funkciju u € X koja je maksimalno singularna u svim
to¢kama skupa Q (J-P. Miligi¢ i D.Z., RMJM 2021., za Dirichletov
problem).



Tockovni kontrast za L-izmjerivu funkciju
KaZemo da L-izmjeriva funkcija u: Q — R ima u to¢ki a € Q
kontrast tipa (d), gdje je d € (0, N], ako vrijedi da je

(sdu)(a) =d
(vr > 0)@AV ™) € B,(2)) Sing u|v, = 0



Tockovni kontrast za L-izmjerivu funkciju
KaZemo da L-izmjeriva funkcija u: Q — R ima u to¢ki a € Q
kontrast tipa (d), gdje je d € (0, N], ako vrijedi da je

(sdu)(a) =d
(vr > 0)@AV ™) € B,(2)) Sing u|v, = 0

g

Slika: Neka su Qeg i Qsing zadani otvoreni podskupovi od €2 kao na slici:
Qreg UQsing = Q. Za Dirichletov problem —Au = F(x), u € H}(RQ),
postoji F € [?(Q) t.d. za pripadajuce rje¥enje u vrijedi da je klase C(®) na
Q/eg, dok je u maksimalno singularna u svakoj tocki iz ﬁs,-,,g. Svaka tocka
a € Qg N Qsing je totka maksimalnog kontrasta (tj. d = N). Podsjetimo
da je s-dim X = (N — 4), pa zato uzimamo N > 5. (Milizi¢ i Z., RMJM
2021.)



2. dio

Fraktalne strune
i zeta funkcije kompaktnih skupova u R"

Kljuéne rijeci:
fraktalne strune, geometrijske zeta funkcije, Minkowskijev sadrZaj (gornji
i dolnji), Minkowskijeva nedegeneriranost, Minkowskijeva izmjerivost,
kompleksne dimenzije, zeta funkcija funkcija kompaktnog skupa,
tenzorski produkt fraktalnih struna, disjunktna unija fraktalnih struna



Fraktalne strune i geometrijske zeta funkcije
Pojam je uveo Michel L. Lapidus pocetkom 1990ih.

Fraktalna struna £ = (¢;);>1 je padajuci niz pozitivnih realnih
brojeva ¢; takvih da je [£| = > ; ¢; < +oc.
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brojeva ¢; takvih da je [£| = > ; ¢; < +oc.
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kompleksne varijable s definirana kao Dirichletov red.

e(s) =N Wy

Jj=1

Infimum svih D € R takvih da red (. (s) konvergira apsolutno na
otvorenoj desnoj poluravnini {Res > D} zove se apscisa apsolutne
konvergencije zeta funkcije (. Oznaka: D({¢) € [0, 1].
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otvorenoj desnoj poluravnini {Res > D} zove se apscisa apsolutne
konvergencije zeta funkcije (. Oznaka: D({¢) € [0, 1].
Pretpostavimo da je {x meromorfno prosiriva na poluravninu
{Res > a} za a < D({¢). Polovi od (£ na osi {Res = D({)}
zovu se glavne kompleksne dimenzije od £: dimpc L.



Fraktalne strune i geometrijske zeta funkcije
Pojam je uveo Michel L. Lapidus pocetkom 1990ih.
Fraktalna struna £ = (¢;);>1 je padajuci niz pozitivnih realnih
brojeva ¢; takvih da je [£| = > ; ¢; < +oc.
Geometrijska zeta funkcija (o fraktalne strune L je funkcija
kompleksne varijable s definirana kao Dirichletov red.

e(s) =N Wy

Jj=1

Infimum svih D € R takvih da red (. (s) konvergira apsolutno na
otvorenoj desnoj poluravnini {Res > D} zove se apscisa apsolutne
konvergencije zeta funkcije (. Oznaka: D({¢) € [0, 1].
Pretpostavimo da je {x meromorfno prosiriva na poluravninu
{Res > a} za a < D({¢). Polovi od (£ na osi {Res = D({)}
zovu se glavne kompleksne dimenzije od £: dimpc L.

Kompleksne dimenzije su uveli Michel Lapidus i Machiel van
Frankenhuijsen 1996.



Riemannova zeta funkcija, a-struna i Cantorova struna



Riemannova zeta funkcija, a-struna i Cantorova struna
Primjer. Za f. strunu £ = (¢; = j=2);>1 dobivamo (,(s) = (r(2s),
tj. skaliranu Riemannovu zeta funkciju. Tu je D({z) =1/2i
dimpc L = {1/2} (pol prvog reda i jedini pol od ().



Riemannova zeta funkcija, a-struna i Cantorova struna
Za f. strunu £ = (¢; = j=2)j>1 dobivamo (.(s) = (r(2s),
tj. skaliranu Riemannovu zeta funkciju. Tu je D({z) =1/2i
dimpc L = {1/2} (pol prvog reda i jedini pol od ().
Za a-strunu L= ({; =72 —(j+1)77)>1, gdje je a >0,
dobivamo D(¢{z) = 1/(1 + a). Ovdje je dimpc £ ={1/(1+ a)}
(pol prvog reda i jedini pol od (). Skup A= {k™?},>1 je
geometrijska realizacija f. strune (definicija malo kasnije).
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Za f. strunu £ = (¢; = j=2)j>1 dobivamo (.(s) = (r(2s),
tj. skaliranu Riemannovu zeta funkciju. Tu je D({z) =1/2i
dimpc L = {1/2} (pol prvog reda i jedini pol od ().
Za a-strunu L= ({; =72 —(j+1)77)>1, gdje je a >0,
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Riemannova zeta funkcija, a-struna i Cantorova struna
Za f. strunu £ = (¢; = j=2)j>1 dobivamo (.(s) = (r(2s),
tj. skaliranu Riemannovu zeta funkciju. Tu je D({z) =1/2i
dimpc L = {1/2} (pol prvog reda i jedini pol od ().
Za a-strunu L= ({; =72 —(j+1)77)>1, gdje je a >0,
dobivamo D(¢{z) = 1/(1 + a). Ovdje je dimpc £ ={1/(1+ a)}
(pol prvog reda i jedini pol od (). Skup A= {k™?},>1 je
geometrijska realizacija f. strune (definicija malo kasnije).

Cantorova struna je
ECS: {171717171?1717"'}
3'9°9°27° 27 27 27
Na {Res > logs 2} vrijedi (nakon sumiranja Dirichletova reda):
375
‘sl =153

Kompleksne dimenzije Cantorove strune (tj. polovi od (¢ ) su

2
dimpc Lcs = logs 2 + %iZ
n



Geometrijska realizacija A fraktalne strune £

Neka je £ = (¢;)j>1 zadana fraktalna struna. Geometrijska
realizacija A = A, fraktalne strune L je skup A = {ax : k > 1},
gdje je a1 = ijl U, aky1 = ak — Lk, za k > 1.



Geometrijska realizacija A fraktalne strune £
Neka je £ = (¢;)j>1 zadana fraktalna struna. Geometrijska
realizacija A = A fraktalne strune L je skup A = {ay : k > 1},
gdje je a1 = ijl U, aky1 = ak — Lk, za k > 1.

b b

0 a3 a a1 A

Slika: Geometrijska realizacija A = A, fraktalne strune £ = (¢;);>1

Elementi od A leZe u intervalu | = (0, a1), a interval
Ik = (ak+1, ak) je Sirine €. Niz (ax)k>1 je opadajuc i konvergira
prema nuli. Vrijedi / \ A = Uk>1lk, i unija je disjunktna.
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geometrijska realizacija strune £ definirna je kao Uglk.)
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» Pokazuje se da je D(¢;) = dimgA (Lapidus, 1992.).



Geometrijska realizacija A fraktalne strune £

Neka je £ = (¢;)j>1 zadana fraktalna struna. Geometrijska
realizacija A = A fraktalne strune £ je skup A = {ayx : k > 1},
gdje je a1 = ijl U, aky1 = ak — Lk, za k > 1.

b b

0 a3 a a1 A

Slika: Geometrijska realizacija A = A, fraktalne strune £ = (¢;);>1

Elementi od A leZe u intervalu | = (0, a1), a interval

Ik = (ak+1, ak) je Sirine €. Niz (ax)k>1 je opadajuc i konvergira
prema nuli. Vrijedi / \ A = Uk>1lk, i unija je disjunktna.(lzvorno,
geometrijska realizacija strune £ definirna je kao Uglk.)

» Pokazuje se da je D(¢;) = dimgA (Lapidus, 1992.).

> Ako je Der(Cc) < dimpA =: D i MP(A) > 0, onda je
dimgA jedna od glavnih kompleksnih dimenzija od L.



Minkowskijeva (box) dimenzija i sadrZaj skupova u R

Neka je skup A C RN neprazan i omeden. Za bilo koji r > 0
definiramo dolnji i gornji r-dimenzionalni Minkowskijev sadrzaj
(Herbert Federer, Geometric Measure Theory, 1969):

def . . o |Aeln def |. |At|n
ML(A) = liminf M*(A) = limsu
«(A) 0t N (4) P =
gdje je A; otvoren t-okoli§ skupa A u RN, a| - |y Lebesgueova

mjera.
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Neka je skup A C RN neprazan i omeden. Za bilo koji r > 0
definiramo dolnji i gornji r-dimenzionalni Minkowskijev sadrzaj
(Herbert Federer, Geometric Measure Theory, 1969):

def . . o |Aeln def |. |At|n
ML(A) = liminf M*(A) = limsu
«(A) 0t N (4) P =
gdje je A; otvoren t-okoli§ skupa A u RN, a| - |y Lebesgueova

mjera.

Definiramo dolnju i gornju box (ili Minkowskijevu) dimenziju od A:

dimgA % inf{r >0: M{(A) =0}
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Neka je skup A C RN neprazan i omeden. Za bilo koji r > 0
definiramo dolnji i gornji r-dimenzionalni Minkowskijev sadrZaj
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Minkowskijeva (box) dimenzija i sadrZaj skupova u R

Neka je skup A C RN neprazan i omeden. Za bilo koji r > 0
definiramo dolnji i gornji r-dimenzionalni Minkowskijev sadrZaj
(Herbert Federer, Geometric Measure Theory, 1969):

M(A) % liminf ’At|N, M (A) %f |im sup |§\}{N

t—0t tN_r t—0+t r

gdje je A; otvoren t-okoli§ skupa A u RN, a| - |y Lebesgueova
mjera.

Definiramo dolnju i gornju box (ili Minkowskijevu) dimenziju od A:

dimgA % inf{r >0: M{(A) =0}

dimgA % inf{r > 0: M*"(A) = 0}

Vrijedi 0 < dimy A < dimgA < dimgA < N.



Minkowskijeva izmjerivost i nedegeneriranost skupova i
fraktalnih struna

(Staché 1976.) Kazemo da je skup A Minkowski izmjeriv ako

postoji D € [0, N] t.d. je MP(A) = M*P(A) %€ MP(A) i

0 < MP(A) < 40
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Minkowskijeva izmjerivost i nedegeneriranost skupova i
fraktalnih struna

(Staché 1976.) Kazemo da je skup A Minkowski izmjeriv ako

postoji D € [0, N] t.d. je MP(A) = M*P(A) %€ MP(A) i

0 < MP(A) < 40

Onda vrijedi D = dimg A.

(Lapidus 1991., Z 2006.) KaZemo da je skup A Minkowski
nedegeneriran ako postoji D € [0, N] t.d.

0 < MP(A) < M*P(A) < +0

Onda je D =dimg A.

KaZemo da je fraktalna struna £ Minkowski izmjeriva (Minkowski
nedegenerirana) ako je takva i njena geometrijska realizacija
A=Az uR



Slu¢aj Minkowski izmjerivog skupa A

M'(A) = 400 za r <D

MP(A)

M(A)=0zar>D

.
D :=dimg A r

Slika: Graf funkcije r — M"(A) u slutaju kad je A Minkowski izmjeriv
skup, tj. D := dimg A i MP(A) postoje i 0 < MP(A) < .



Slu¢aj Minkowski nedegeneriranog skupa A

T ML(A) = M)

= -‘rl—oo
zar<D + M*D(A)
y M2(A)
. ML(A)=M*"(A)=0zar>D
D :=dimg A r

Slika: Grafovi funkcija r — MZL(A) i r— M*'(A), u slu€aju kad je A
Minkowski nondegeneriran skup, tj. D := dimg A postoji i
0 < MP(A) < M*P(A) < .



Kompleksne dimenzije, izmjerivost i neizmjerivost f. strune

Postojanje samo jedne glavne kompleksne dimenzije kratnosti
jedan fraktalne strune L, ima veze s Minkowskijevom izmjerivoséu
skupa Ar. castruna L= —(+1)7?)j>1,zaa>0,
tj. Ac = {k™?: k € N}. (Karakterizacija: Lapidus 1991.)
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Moguénost dobivanja cijevnih formula (tube formulas) za Mink.
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Lebesugeova mjera |A;| bude dobivena s pomocu (. i potencija od
t > 0.
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funkcija Ca za bilo koji neprazan kompaktan skup A u RN, tako da
polovi od (4 budu kompleksne dimenzije od A?
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Postojanje samo jedne glavne kompleksne dimenzije kratnosti
jedan fraktalne strune L, ima veze s Minkowskijevom izmjerivo$éu
skupa Ar. castruna L= —(+1)7?)j>1,zaa>0,
tj. Ac = {k™?: k € N}. (Karakterizacija: Lapidus 1991.)
Periodi¢nost skupa glavnih kompleksnih dimenzija od £ kratnosti
jedan, ima veze s Minkowskijevom nedegeneriranoséu i
neizmjerivo$éu skupa Ar. : Cantorova struna Lcs.
(Karakterizacija: Lapidus 1991.)

Moguénost dobivanja cijevnih formula (tube formulas) za Mink.
izmjerive i Mink. nedegenerirane strune, tj. da 1-dimenzionalna
Lebesugeova mjera |A;| bude dobivena s pomocu (. i potencija od
t > 0.

Lapidusovo pitanje jo$ od pocetka 1990tih: MoZe Ii se uvesti zeta
funkcija Ca za bilo koji neprazan kompaktan skup A u RN, tako da
polovi od (4 budu kompleksne dimenzije od A?

Povijest pojma dimenzije: dim A € Z>q, R>g, C (pa ¢ak i < 0).



Lapidusovo otkrice zeta funkcije kompaktnih skupova u RV
Lapidus (Catania, 2009.) Neka je A C RV bilo koji neprazan
kompaktan skup. Definiramo razdaljinsku zeta funkciju (distance
zeta function) od A sa

cals) | d(x, Ay Ndx
As

gdje je 6 > 0 bilo koji. Polovi od (4 ne ovise o izboru §.
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Lapidusovo otkrice zeta funkcije kompaktnih skupova u RV
Lapidus (Catania, 2009.) Neka je A C RV bilo koji neprazan
kompaktan skup. Definiramo razdaljinsku zeta funkciju (distance
zeta function) od A sa

Cals) [ d(x, A Ndx
As
gdje je 6 > 0 bilo koji. Polovi od (4 ne ovise o izboru §.
» Holomorfna na {Res > dimgA} i dimgA = D((a) (absc. aps.
konv. integrala). Dokaz iz Harvey-Polkingova tm.
» Iz D =dimg Ai M*P(A) > 0 slijedi lim,_,p+ Ca(s) = +oo.
Neka je £ f. struna i A= Ar. Za bilo koji § > ¢1/2 vrijedi

1-s §S
Ce(s) + 2?

<Aa(5) = s
Cijevnu zeta funkciju (tube zeta function) skupa A definiramo sa:
Jd def —N—
Ca(s) &[0 es=N-11A, dt.



Lapidusovo otkrice zeta funkcije kompaktnih skupova u RV

Lapidus (Catania, 2009.) Neka je A C RV bilo koji neprazan
kompaktan skup. Definiramo razdaljinsku zeta funkciju (distance
zeta function) od A sa

Cals) [ d(x, A Ndx
As
gdje je 6 > 0 bilo koji. Polovi od (4 ne ovise o izboru §.
» Holomorfna na {Res > dimgA} i dimgA = D((a) (absc. aps.
konv. integrala). Dokaz iz Harvey-Polkingova tm.
» Iz D =dimg Ai M*P(A) > 0 slijedi lim,_,p+ Ca(s) = +oo.
Neka je £ f. struna i A= Ar. Za bilo koji § > ¢1/2 vrijedi

1-s §S
Ce(s) + 2?

<Aa(5) = s
Cijevnu zeta funkciju (tube zeta function) skupa A definiramo sa:
Jd def —N—
Ca(s) = Jo £ Ad .
Vrijedi: Ca(s) = 6°N|As| + (N — 5)Ca(s)-



Svojstva razdaljinske zeta funkcije kompaktnih skupova
Svojstvo konjugiranja:

Ca(s) = ¢a(s)
Posebno, polovi od (4, koji su izvan realne osi, dolaze u
konjugirano kompleksnim parovima (ako je so pol, onda je i 5p).
Isto tako i bitni singulariteti od (4. Meromorfno prosirenje od
Ca na domenu (povezan otvoren podskup) od C mozemo progiriti
do domene koja je simetri¢na s obzirom na realnu os.



Svojstva razdaljinske zeta funkcije kompaktnih skupova

Svojstvo konjugiranja:
Ca(s) = ¢a(s)

Posebno, polovi od (4, koji su izvan realne osi, dolaze u
konjugirano kompleksnim parovima (ako je so pol, onda je i 5p).
Isto tako i bitni singulariteti od (4. Meromorfno prosirenje od
Ca na domenu (povezan otvoren podskup) od C mozemo progiriti
do domene koja je simetri¢na s obzirom na realnu os.
(LRZ 2017.):
Neka je A C RN omeden i D =dimg A < N, te neka je (4
meromorfno proiriva do povezanog okolia od D.

» Ako je A Minkowski nedeg., onda je D jednostavan pol i
(N — D)MP(A) < res(Ca, D) < (N — D)M*P(A)

Residuum ne ovisi o izboru § > 0.



Svojstva razdaljinske zeta funkcije kompaktnih skupova

Svojstvo konjugiranja:
Ca(s) = ¢a(s)

Posebno, polovi od (4, koji su izvan realne osi, dolaze u
konjugirano kompleksnim parovima (ako je so pol, onda je i 5p).
Isto tako i bitni singulariteti od (4. Meromorfno prosirenje od
Ca na domenu (povezan otvoren podskup) od C mozemo progiriti
do domene koja je simetri¢na s obzirom na realnu os.
(LRZ 2017.):
Neka je A C RN omeden i D =dimg A < N, te neka je (4
meromorfno prosiriva do povezanog okolisa od D.

» Ako je A Minkowski nedeg., onda je D jednostavan pol i
(N — D)MP(A) < res(Ca, D) < (N — D)M*P(A)

Residuum ne ovisi o izboru § > 0.
» Ako je skup A Minkowski izmjeriv, onda je D jednostavan pol i

res(Ca, D) = (N — D)MP(A)



Apscise holomorfnog i meromorfnog prosirenja od (a
Nekoliko definicija:

kriti¢ni pravac holomorfnosti

{Res = Dypoi(Ca)}

| kriti¢ni pravac meromorfnosti
|
{Res = Dyer(Ca)}

{Res > Dper(Ca)}

poluravnina
meromorfnog prosirenja

{Res > Dhol(CA)}

poluravnina
holomorfnog prosirenja

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
;
| Diner(Ca) = apscisa Dnoi1(Ca) = apscisa
meromorfnog proSirenja holomorfnog prosirenja

Vrijedi Dier(¢a) < Dhol(€a) < D(Ca).



Dovoljni uvjeti za meromorfnu prosirivost od (4
(LRZ 2017.):
> Neka je AC RN td. je |A] = tN=P(G(Int~) + O(t%)) kad
t— 0" gdiesu De[0,N),a>0iG:R— (0,+00) je
nekonstantna T-periodi¢ka. Onda je D = dimg A,

MP(A)=minG, M*™P(A)=maxG
Der(Ca) < D — «, D je jednostavan pol od (4 i
1 T
es(caD) = (V- D) [ G(r)ar
0

Posebno, skup A je Minkowski nedegeneriran i neizmjeriv.



Dovoljni uvjeti za meromorfnu prosirivost od (4
(LRZ 2017.):
> Neka je AC RN td. je |A] = tN=P(G(Int~) + O(t%)) kad
t— 0" gdiesu De[0,N),a>0iG:R— (0,+00) je
nekonstantna T-periodi¢ka. Onda je D = dimg A,

MP(A)=minG, M*™P(A)=maxG

Dmer(€a) < D — a, D je jednostavan pol od (4 i

-
res(Ca, D) = (N = D) ;/0 G(r)dr

Posebno, skup A je Minkowski nedegeneriran i neizmjeriv.
Sve glavne kompleksne dimenzije od A su

dimpcA:{Sk—D+lk k € Z, Go( )750}

gdje je Go(r) & G(r)- 1[0 7(r), a Gy je Fourierov
transformat od Gy, Go(t fOT e 2T G(7) dT.



Dovoljni uvjeti za meromorfnu progirivost od (4 (nastavak)

» Neka je skup A C RN takav da je
|At| = tN"P(M + O(t*)) kad t — 0T,

zaneke D € [0, N) i 0 < M < +00. Onda je MP(A) =M i A
je Minkowski izmjeriv, D = dimg A i D je pol prvog reda od
Ca, te je

Duer(Ca) <D —a, res(Ca, D) =(N—-D)-M

D je jedini pol od (4 u desnoj poluravnini {Res > D — a}



Oscilatorni dio cijevne funkcije t — |A;| Cantorovog skupa

t G(Int™1)
M*D(A)

M2 (A)

1 1 1
0 %32 63 6

t

Slika: Oscilatorna priroda funkcije G(Int~!) koja se pojavljuje u cijevnoj
funkciji t — |A¢| = t2=P(G(Int~1) + O(tP)) blizu t = 0 za ternarni
Cantorov skup A = C1/3) gdje je D = dimp A = logs 2.

Funkcija G(7) je perioditka s periodom T = In3.

Ekvivalentno tome, funkcija Gi(7) = G(Int™!) je multiplikativno
perioditka, tj. G1(3%7) = Gi(7) za sve k € Z i 7 > 0 (vrijednost

P = e’ = 3 je multiplikativni period od G).



Tenzorski produkt i disjunktna unija fraktalnih struna

Za f. strunu £ = (¢;);>1 definiramo duljinu strune L[ =}, {;.



Tenzorski produkt i disjunktna unija fraktalnih struna

Za f. strunu £ = ({;);>1 definiramo duljinu strune L[ =} {;.
Tenzorski produkt £ ® L, fraktalnih struna £; i £, sastoji se od svih
mogudih umnoZaka elemenata struna, raunajuéi i kratnost umnoZaka.
To je takoder fraktalna struna i vrijedi |£1 ® Lo| = |£1] - |£2],

Crioc,(5) =, (s) - C,(s) za dovoljno veliki Re s



Tenzorski produkt i disjunktna unija fraktalnih struna

Za f. strunu £ = ({;);>1 definiramo duljinu strune L[ =} {;.
Tenzorski produkt £ ® L, fraktalnih struna £; i £, sastoji se od svih
mogudih umnoZaka elemenata struna, raunajuéi i kratnost umnoZaka.
To je takoder fraktalna struna i vrijedi |£1 ® Lo| = |£1] - |£2],

Crioc,(5) =, (s) - C,(s) za dovoljno veliki Re s

Pretpostavimo da je zadan slijed (Ly)k>1, f. struna t.d. >, |L«| < +o0.
Disjunktna unija LIx Ly fraktalnih struna Ly je f. struna &iji elementi su
¢lanovi obi&ne unije struna. Svaki ¢lan ima kratnost koja je zbroj
kratnosti u svakoj f. struni. Buduéi da |£x| — 0 kad k — oo, onda je
zbroj tih kratnosti za svaki odabrani ¢ € ULy konadan. Jasno je da je

| Uk Lil =D Lkl

Cuec,(s) = Z Cc,(s) za dovoljno veliki Re s
K



Tenzorski produkt i disjunktna unija fraktalnih struna

Za f. strunu £ = ({;);>1 definiramo duljinu strune L[ =} {;.
Tenzorski produkt £ ® L, fraktalnih struna £; i £, sastoji se od svih
mogudih umnoZaka elemenata struna, raunajuéi i kratnost umnoZaka.
To je takoder fraktalna struna i vrijedi |£1 ® Lo| = |£1] - |£2],

Crioc,(5) =, (s) - C,(s) za dovoljno veliki Re s

Pretpostavimo da je zadan slijed (Ly)k>1, f. struna t.d. >, |L«| < +o0.
Disjunktna unija LIx Ly fraktalnih struna Ly je f. struna &iji elementi su
¢lanovi obi&ne unije struna. Svaki ¢lan ima kratnost koja je zbroj
kratnosti u svakoj f. struni. Buduéi da |£x| — 0 kad k — oo, onda je
zbroj tih kratnosti za svaki odabrani ¢ € ULy konadan. Jasno je da je

| Uk Lil =D Lkl

Cuec,(s) = Z Cc,(s) za dovoljno veliki Re s
K

Vrijedi £1 @ (Lo U L3) = (L1 ® L2) U (L1 ® L3).



Tenzorski produkt i disjunktna unija fraktalnih struna

Za f. strunu £ = ({;);>1 definiramo duljinu strune L[ =} {;.
Tenzorski produkt £ ® L, fraktalnih struna £; i £, sastoji se od svih
mogudih umnoZaka elemenata struna, raunajuéi i kratnost umnoZaka.
To je takoder fraktalna struna i vrijedi |£1 ® Lo| = |£1] - |£2],

Crioc,(5) =, (s) - C,(s) za dovoljno veliki Re s

Pretpostavimo da je zadan slijed (Ly)k>1, f. struna t.d. >, |L«| < +o0.
Disjunktna unija LIx Ly fraktalnih struna Ly je f. struna &iji elementi su
¢lanovi obi&ne unije struna. Svaki ¢lan ima kratnost koja je zbroj
kratnosti u svakoj f. struni. Buduéi da |£x| — 0 kad k — oo, onda je
zbroj tih kratnosti za svaki odabrani ¢ € ULy konadan. Jasno je da je

| Uk Lil =D Lkl

Cuec,(s) = Z Cc,(s) za dovoljno veliki Re s
K
Vrijedi £1 @ (Lo U L3) = (L1 ® L2) U (L1 ® L3).

Skup L svih fraktalnih struna £ je poluprsten (semiring) bez nule i
jedinice.



Generiranje bitnih singulariteta geometrijskih zeta funkcija
Za f. strunu £ = (¢;)j>1 i ¢ > 0 definiramo f. strunu

cL = (clj)j>1. Vrijedi (cz(s) = c*C(s).



Generiranje bitnih singulariteta geometrijskih zeta funkcija
Za f. strunu £ = (¢;)j>1 i ¢ > 0 definiramo f. strunu
cL = (clj)j>1. Vrijedi (cz(s) = c*C(s).
Za fraktalnu strunu £ definiramo novu f. strunu
LKi=L®- @ L. Vrjedi (qi(s) = Co(s)k.



Generiranje bitnih singulariteta geometrijskih zeta funkcija

Za f. strunu £ = (¢;)j>1 i ¢ > 0 definiramo f. strunu
cL = (clj)j>1. Vrijedi (cz(s) = c*C(s).
Za fraktalnu strunu £ definiramo novu f. strunu
LKi=L®- @ L. Vrjedi (qi(s) = Co(s)k.
Neka je £ t.d. je (¢ holomorfno prosiriva do {Res > 0} \ S, gdje
je S = skup izoliranih singulariteta od (/. Za red potencija
f(x) =, ax® t.d. f(|£]) < +o0, gdje su ¢k >0, k > 1,
definiramo red potencija fraktalnih struna (novu f. strunu):

f(ﬁ) déf I_l Ck,Ck =calU C2£2 U C3,C3 L. ..

k=1



Generiranje bitnih singulariteta geometrijskih zeta funkcija
Za f. strunu £ = (¢;)j>1 i ¢ > 0 definiramo f. strunu
cL = (clj)j>1. Vrijedi (cz(s) = c*C(s).
Za fraktalnu strunu £ definiramo novu f. strunu
LKi=L®- @ L. Vrjedi (qi(s) = Co(s)k.
Neka je £ t.d. je (¢ holomorfno prosiriva do {Res > 0} \ S, gdje
je S = skup izoliranih singulariteta od (/. Za red potencija
f(x) =, ax® t.d. f(|£]) < +o0, gdje su ¢k >0, k > 1,
definiramo red potencija fraktalnih struna (novu f. strunu):
f(ﬁ) déf I_l Ck,Ck =calU C2£2 U C3,C3 L. ..
k=1
Vrijedi |f(L)| = f(|£]) < 400, pa je f(L) fraktalna struna, te je

Crioy(s) =D ciCe(s)*
pa



Generiranje bitnih singulariteta geometrijskih zeta funkcija
Za f. strunu £ = (¢;)j>1 i ¢ > 0 definiramo f. strunu
cL = (clj)j>1. Vrijedi (cz(s) = c*C(s).
Za fraktalnu strunu £ definiramo novu f. strunu
LKi=L®- @ L. Vrjedi (qi(s) = Co(s)k.
Neka je £ t.d. je (¢ holomorfno prosiriva do {Res > 0} \ S, gdje
je S = skup izoliranih singulariteta od ;. Za red potencija
f(x) =, ax® t.d. f(|£]) < +o0, gdje su ¢k >0, k > 1,
definiramo red potencija fraktalnih struna (novu f. strunu):

f(ﬁ) déf I_l Ck,Ck =cqlU C2£2 L C3,C3 L. ..

k=1
Vrijedi |f(L)| = f(|£]) < 400, pa je f(L) fraktalna struna, te je

oo
Crey(s) = Y cide(s)*
k=1
Prema Weierstrassovom M-testu, za ¢, = 1/k! red konvergira na

skupu {Res > 0} \ S. Ako je sy pol reda n od (. (s) onda je sg pol
reda nk od (-(s)* za sve k > 1, dakle bitni singularitet od i/ (s).



3. dio

Relativni fraktalni bubnjevi

Klju€ne rijeci:

RFD, relativni Minkowskijev sadrzaj, negativna box (ili Minkowskijeva)
dimenzija RFD-a, bazdarne funkcije, relativne zeta funkcije (razdaljinske i
cijevne), glavne kompleksne dimenzije RFD-a, kvaziperiodi¢ni skupovi,
spektralne zeta funkcije, Weylova asimptotika, spektralna funkcija,
inverzni spektralni problem, meromorfna prosirenja, proSireni singularni
skup, Weierstrassova funkcija



Relativni fraktalni bubnjevi (Z 2006., LRZ 2017.)
Relativni fraktalni bubanj (relative fractal drum, RFD) (A, Q) u RV
je poredani dvojac u kojem je A # () podskup (ne nuZno omeden) u
RN, a Q je otvoren skup kona¢ne N-dimenzionalne L-mjere:
|Q|n < 400, tako da je Q C As za neki 6 > 0.



Relativni fraktalni bubnjevi (Z 2006., LRZ 2017.)
Relativni fraktalni bubanj (relative fractal drum, RFD) (A, Q) u RV
je poredani dvojac u kojem je A # () podskup (ne nuZno omeden) u
RN, a Q je otvoren skup kona¢ne N-dimenzionalne L-mjere:
|Q|n < 400, tako da je Q C As za neki § > 0. Za bilo koji r € R
definiramo gornji r-dimenzionalni Minkowskijev sadrzaj RFD-a:

ef .. A:NQ
M (A, Q) %f lim sup |ttNmr|N

t—0t

(Z., RAE 2006, za r > 0)



Relativni fraktalni bubnjevi (Z 2006., LRZ 2017.)
Relativni fraktalni bubanj (relative fractal drum, RFD) (A, Q) u RV

je poredani dvojac u kojem je A # () podskup (ne nuZno omeden) u
RN, a Q je otvoren skup kona¢ne N-dimenzionalne L-mjere:

|Q|n < +o0, tako da je Q C As za neki 6 > 0. Za bilo koji r € R
definiramo gornji r-dimenzionalni Minkowskijev sadrzaj RFD-a:

ef . A:NQ .
M (A, Q) %F Jim sup |t,r\777|lv (Z., RAE 2006, za r > 0)
t—0+ tmr

Gornja Minkowskijeva dimenzija RFD-a:

dims(A, Q) % inf{r ¢ R : M* (A, Q) = 0} € [0, N]



Relativni fraktalni bubnjevi (Z 2006., LRZ 2017.)
Relativni fraktalni bubanj (relative fractal drum, RFD) (A, Q) u RV
je poredani dvojac u kojem je A # () podskup (ne nuZno omeden) u
RN, a Q je otvoren skup kona¢ne N-dimenzionalne L-mjere:
|Q|n < 400, tako da je Q C As za neki § > 0. Za bilo koji r € R
definiramo gornji r-dimenzionalni Minkowskijev sadrzaj RFD-a:

ef |. A:NQ 5
M (A, Q) %F Jim sup |t,r\777|lv (Z., RAE 2006, za r > 0)
t—0+ thr
Gornja Minkowskijeva dimenzija RFD-a:
dims(A, Q) % inf{r ¢ R : M* (A, Q) = 0} € [0, N]
Analogno definiramo M. (A, Q) i dimg(A,Q), te pojmove
Minkowskijeve izmjerivosti i nedegeneriranosti RFD-a (A, Q).



Relativni fraktalni bubnjevi (Z 2006., LRZ 2017.)
Relativni fraktalni bubanj (relative fractal drum, RFD) (A, Q) u RV
je poredani dvojac u kojem je A # () podskup (ne nuZno omeden) u
RN, a Q je otvoren skup kona¢ne N-dimenzionalne L-mjere:
|Q|n < 400, tako da je Q C As za neki § > 0. Za bilo koji r € R
definiramo gornji r-dimenzionalni Minkowskijev sadrzaj RFD-a:

M(A, Q) % timsup AN (7 RAE 2006, za £ > 0)
t—0+t thr
Gornja Minkowskijeva dimenzija RFD-a:
dims(A, Q) % inf{r ¢ R : M* (A, Q) = 0} € [0, N]
Analogno definiramo M. (A, Q) i dimg(A,Q), te pojmove
Minkowskijeve izmjerivosti i nedegeneriranosti RFD-a (A, Q).
F. strunu £ = (¢;)j>1 moZemo poistovjetiti s RFD-om
(A, Q) gdje je A= {ax}k>1 geometrijska realizacija strune i
Q= (0,]L£]); ili sa (092,9), gdje je Q = U;; disjunktna unija
otvorenih intervala i |/j| = ¢;.



Relativni fraktalni bubnjevi (Z 2006., LRZ 2017.)
Relativni fraktalni bubanj (relative fractal drum, RFD) (A, Q) u RV
je poredani dvojac u kojem je A # () podskup (ne nuZno omeden) u
RN, a Q je otvoren skup kona¢ne N-dimenzionalne L-mjere:
|Q|n < 400, tako da je Q C As za neki § > 0. Za bilo koji r € R
definiramo gornji r-dimenzionalni Minkowskijev sadrzaj RFD-a:

ef .. ArNQ .
M (A, Q) % ||msup|ttNmr|N (2., RAE 2006, za r > 0)

t—0+t

Gornja Minkowskijeva dimenzija RFD-a:

dims(A, Q) % inf{r ¢ R : M* (A, Q) = 0} € [0, N]
Analogno definiramo MZ.(A,Q) i dimg(A,Q), te pojmove
Minkowskijeve izmjerivosti i nedegeneriranosti RFD-a (A, Q).

F. strunu £ = (¢;)j>1 moZemo poistovjetiti s RFD-om

(A, Q) gdje je A= {ax}k>1 geometrijska realizacija strune i
Q= (0,]L£]); ili sa (092,9), gdje je Q = U;; disjunktna unija
otvorenih intervala i |/j| = ¢;. Takoder, za A > 0 je
M (AANQ) = N M* (A, Q) za sve r € (—oo, NJ, i sligno za M.



Rezultat Harvey-Polkingovog tipa za RFD-ove

Neka je zadan RFD (A, Q) t.d. D = dimg(A,Q) > —oco. Onda za
sve § > 0 vrijedi poopéenje Harvey-Polkingova rezultata (2 RAE
2006. i LRZ 2017.):

v < N—dimg(A,Q) = d(x,A) 7dx < 400
AsNQ

Ako postoji D = dimg(A, Q) i MP(A,Q) > 0, onda vrijedi i obrat.



Rezultat Harvey-Polkingovog tipa za RFD-ove

Neka je zadan RFD (A, Q) t.d. D = dimg(A,Q) > —oco. Onda za
sve § > 0 vrijedi poopéenje Harvey-Polkingova rezultata (2 RAE
2006. i LRZ 2017.):

v < N—dimg(A,Q) = d(x,A) 7dx < 400
AsNQ

Ako postoji D = dimg(A, Q) i MP(A,Q) > 0, onda vrijedi i obrat.
Mogucénost da relativna box dimenzija to¢ke moZe biti < 0

primijetio je nezavisno Claude Tricot 2010. Uvijek je
dimB(A,Q) < dimBA.



Rezultat Harvey-Polkingovog tipa za RFD-ove

Neka je zadan RFD (A, Q) t.d. D = dimg(A,Q) > —oco. Onda za
sve § > 0 vrijedi poopéenje Harvey-Polkingova rezultata (2 RAE
2006. i LRZ 2017.):

v < N—dimg(A,Q) = d(x,A) 7dx < 400
AsNQ

Ako postoji D = dimg(A, Q) i MP(A,Q) > 0, onda vrijedi i obrat.

Mogucénost da relativna box dimenzija to¢ke moZe biti < 0
primijetio je nezavisno Claude Tricot 2010. Uvijek je
dimB(A,Q) < dimBA.
Neka je je A= {(0,0)},
Q= {(x, y)eR2 0<y<f(x), 0<x<1}
> f(x)=x% a>1= dimg(A,Q)=1—«a <0 (plosnati RFD)
> f(x)= exp( 1/x) = dimp(A, Q) = —oco (maksimalno
plosnati RFD)



Plosnati RFD-ovi

A
dimg(A,Q) <0
//
///
/
f(x) = x“ 4
Q

A

Slika: RFD (A, Q) s negativnom box-dimenzijom dimg(A,Q)=1—-a <0
(ovdje je & > 1), radi "plosnatosti” domene Q kod totke A.



Plosnati RFD-ovi

A -
Slika: RFD (A, Q) s negativnom box-dimenzijom dimg(A,Q)=1—-a <0
(ovdje je & > 1), radi "plosnatosti” domene Q kod totke A.

Prirodno je definirati plosnatost (flatness) RFD-a (A, ) sa

(A, Q) % (dimg(A,Q))-

gdje je (r)— := max{—r,0}



Maksimalno plosnati RFD

dimB(A, Q) = —

A

Slika: Maksimalno plosnati RFD (A, ), tj. s box-dimenzijom
dimg(A,Q) = —oco . Domena Q je kod totke A maksimalno plosnata.

MoZemo zamisliti maksimalno plosnati RFD (A x (0,1),Q x (0,1))
sadrzan u R3, u kojemu skup A x (0,1) moZemo gledati kao o¥tricu
sjeciva Q x (0,1).



Relativne zeta funkcije (LRZ, 2017.)
Razdaljinska zeta funkcija RFD-a (A, ), gdje je § > 0:

Caals) / d(x, Ay ~Ndx
AsNQ

Holomorfna na {Res > dimg(A, Q)} i dimg(A, Q) = D(Caq)
(absc. aps. konv. integrala).
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Id def 0
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Vrijedi sli¢na funkcionalna jednadzba kao prije, koja ih povezuje.
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Caals) / d(x, Ay ~Ndx
AsNQ

Holomorfna na {Res > dimg(A, Q)} i dimg(A, Q) = D(Caq)
(absc. aps. konv. integrala). Relativna cijevna zeta funkcija:

Id def 0
Caals) © / £=N-1)4, 0 Q| dt
0

Vrijedi sli¢na funkcionalna jednadzba kao prije, koja ih povezuje.
Za A >0 MA Q) “ (A, AQ): Guanals) = ACaals).
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ClAL21)U(A2,22)(5) = Caray (S) + Car0,(5)



Relativne zeta funkcije (LRZ, 2017.)
Razdaljinska zeta funkcija RFD-a (A, ), gdje je § > 0:

Caals) / d(x, Ay Ndx
AsNQ

Holomorfna na {Res > dimg(A, Q)} i dimg(A, Q) = D(Caq)
(absc. aps. konv. integrala). Relativna cijevna zeta funkcija:

Id def 0
Eaals) E/ £=N-1)4, 0 Q| dt
0

Vrijedi sli¢na funkcionalna jednadzba kao prije, koja ih povezuje.

Za A >0 A(A Q) & (M AQ): Guanals) = ACaqls).

Za disjunktnu uniju RFD-ova (A1, Q1) U (A2, Q2):

ClAL21)U(A2,22)(5) = Caray (S) + Car0,(5)

Sli¢no vrijedi i za prebrojive disjunktne unije RFD-ova.



Kompleksne dimenzije generaliziranog Cantorovog RFD-a

Neka je A= C(®, Q=(0,1), G=(a,1—a), 0<a<1/2 Za
generalizirani Cantorov Cantorov RFD (A, Q) vrijedi

(AQ)=a-(AQ)Ua- (AQ) U(JG,G)

Onda je
Can(s) =2-a°Can(s) + Cac,c(s)

odakle je, za § > 15 23

_ Goeals) _ 2-(G-a)
Caa(s) = 1-2-25 s(1-2-2a%)

Glavne kompleksne dimenzije Cantorovog RFD-a (A, ) su

. 27,
dlmPC(A, Q) = |0g1/32 + mlz



Kompleksne dimenzije Sierpinskijevog relativnog saga

Neka je A Sierpiriskijev sag, dobiven iz zatvorenog jedini¢nog
kvadrata uzastopnim micanjem srednjih otvorenih kvadrata, a Q je
otvoren jedini¢ni kvadrat. Vrijedi

8
(AQ)=|]]3%AQ)]|u(6,06)
j=1

gdje je G srednji od prvih devet kvadrata u €.
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Neka je A Sierpiriskijev sag, dobiven iz zatvorenog jedini¢nog
kvadrata uzastopnim micanjem srednjih otvorenih kvadrata, a Q je
otvoren jedini¢ni kvadrat. Vrijedi

8
(AQ)=|]]3%AQ)]|u(6,06)
j=1

gdje je G srednji od prvih devet kvadrata u Q. Onda za § > 1/2/6
vrijedi CA’Q(S) =8- 375CA7Q(5) + C(‘)G,G(S), tj.

_ Gace(s) 8-67°
CA,Q(S) - 1—-8-3s - 5(5 — 1)(1 —-8- 3_5)




Kompleksne dimenzije Sierpinskijevog relativnog saga

Neka je A Sierpiriskijev sag, dobiven iz zatvorenog jedini¢nog
kvadrata uzastopnim micanjem srednjih otvorenih kvadrata, a Q je
otvoren jedini¢ni kvadrat. Vrijedi

8
(AQ)=|]]3%AQ)]|u(6,06)
j=1

gdje je G srednji od prvih devet kvadrata u Q. Onda za § > 1/2/6
vrijedi CA,Q(S) =8- 375CA7Q(5) + C(‘)G,G(S), tj.

_ Gace(s) 8-67°
CA,Q(S) - 1—-8-3s - 5(5 — 1)(1 —-8- 3_5)

Glavne kompleksne dimenzije Sierpinskijevog RFD-a su

2
dimpc(A, Q) = logs 8 + %iZ



Kompleksne dimenzije Sierpinskijevog trokuta

Neka je A Sierpinskijev trokut, dobiven iz zatvorenog jedini¢nog
trokuta uzastopnim micanjem srednjih otvorenih trokuta. Neka je
Q otvoren jedini¢ni trokut. Vidimo da je

(A,Q) = %(A,Q) U %(A,Q) U %(A, Q) U (3G, G)

gdje je G srednji od prva Cetiri trokuta u .



Kompleksne dimenzije Sierpinskijevog trokuta

Neka je A Sierpinskijev trokut, dobiven iz zatvorenog jedini¢nog
trokuta uzastopnim micanjem srednjih otvorenih trokuta. Neka je
Q otvoren jedini¢ni trokut. Vidimo da je

(A,Q) = %(A,Q) U %(A,Q) U %(A, Q) U (3G, G)

gdje je G srednji od prva &etiri trokuta u Q. Onda za § > v/2/8
vrijedi Caa(s) = 2Can(s) + 2Can(s) + =Caa(s) + Coc.c(s), ti.

_ Cocsls) _ 6(V3)IT2e
CA,Q(S) T 1-3.2-s 5(5 — 1)(1 -3 2_5)




Kompleksne dimenzije Sierpinskijevog trokuta

Neka je A Sierpinskijev trokut, dobiven iz zatvorenog jedini¢nog
trokuta uzastopnim micanjem srednjih otvorenih trokuta. Neka je
Q otvoren jedini¢ni trokut. Vidimo da je

(A,Q) = %(A,Q) U %(A,Q) U %(A, Q) U (3G, G)

gdje je G srednji od prva &etiri trokuta u Q. Onda za § > v/2/8
vrijedi Caa(s) = 2Can(s) + 2Can(s) + =Caa(s) + Coc.c(s), ti.

_ Cocsls) _ 6(V3)IT2e
CA,Q(S) T 1-3.2-s 5(5 — 1)(1 -3 2_5)

Glavne kompleksne dimenzije Sierpinskijevog RFD-a su

2
dimpc(A, Q) = log, 3 + %iZ



Svojstva razdaljinske zeta funkcije RFD-ova
(LRZ 2017.):

Neka je D = dimpg(A,Q2) < N, te neka je (4o meromorfno
prosiriva do povezanog okolisa od D.

> Ako je RFD (A, Q) Minkowski nedegeneriran, onda je D
jednostavan pol od (aq i

(N — D)MP(A,Q) < res(Caq, D) < (N — D)M*P(A, Q)

Residuum ne ovisi o izboru § > 0.
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> Ako je (A, Q) Minkowski izmjeriv RFD, onda je D jednostavan
pol i
res(Can, D) = (N — D)MP(A,Q)



Svojstva razdaljinske zeta funkcije RFD-ova
(LRZ 2017.):
Neka je D = dimpg(A,Q2) < N, te neka je (4o meromorfno
prosiriva do povezanog okolisa od D.
> Ako je RFD (A, Q) Minkowski nedegeneriran, onda je D
jednostavan pol od (aq i

(N — D)MP(A,Q) < res(Caq, D) < (N — D)M*P(A, Q)

Residuum ne ovisi o izboru § > 0.
> Ako je (A, Q) Minkowski izmjeriv RFD, onda je D jednostavan

pol i
res(Caq, D) = (N — D)MP(A,Q)

U dokazu, iz MP(A, Q) > 0 slijedi da je D pol, a iz

M*P(A, Q) < o0 slijedi da ako je D pol, onda je on najvige prvog
reda. Dakle, D je pol prvog reda (tj. jednostavan pol). U dokazu
se koristi cijevna zeta funkcija EAQ i njena veza sa (A 0.



Dovoljni uvjeti za meromorfnu prosirivost od (40
(LRZ 2017.):
> Ako je (A, Q) td. je |[A: N Q| =tN=P(G(Int™1) + O(t%))
kada t — 0%, gdjesu D € [0,N), « >0i G : R — (0, +0) je
nekonstantna T-periodi¢ka, onda je D = dimg(A,Q),

MP(A, Q) =minG, M*P(A Q) =maxG
Dier(€an) < D — «, D je pol prvog reda i

1

T
res(Caq,D) = (N—-D)- _,_/0 G(r)dr

Posebno, RFD (A, Q) je Minkowski nedegeneriran i neizmjeriv.



Dovoljni uvjeti za meromorfnu prosirivost od (40
(LRZ 2017.):
> Ako je (A, Q) td. je |[A: N Q| =tN=P(G(Int™1) + O(t%))
kada t — 0%, gdjesu D € [0,N), « >0i G : R — (0, +0) je
nekonstantna T-periodi¢ka, onda je D = dimg(A,Q),

MP(A, Q) =minG, M*P(A Q) =maxG
Dier(€an) < D — «, D je pol prvog reda i

1

T
res(Caq,D) = (N—-D)- _,_/0 G(r)dr

Posebno, RFD (A, Q) je Minkowski nedegeneriran i neizmjeriv.
> Ako je (A Q) td. je |A,NQ| = tN=P(M + O(t¥)) kada

t — 0%, za neki 0 < M < 400, onda je MP(A,Q) = M i

(A, Q) je Minkowski izmjeriv, D je pol prvog reda, te je

Dmer(CA,Q) S D — «, reS(CA,Qa D) = (N - D) -M



Dovoljni uvjeti Minkowskijeve izmjerivosti su skoro nuZzni

Gore navedeni dovoljni uvjeti za Minkovskijevu izmjerivost RFD-a
(A, Q) su skoro nuzni. Dodatni uvjet za obrat je uvjet languidnosti
(mlohavosti) na (4 . Dokaz koristi Mellinovu integralnu
transformaciju.



Dovoljni uvjeti Minkowskijeve izmjerivosti su skoro nuZzni

Gore navedeni dovoljni uvjeti za Minkovskijevu izmjerivost RFD-a
(A, Q) su skoro nuzni. Dodatni uvjet za obrat je uvjet languidnosti
(mlohavosti) na (4 . Dokaz koristi Mellinovu integralnu
transformaciju.

Moguce su i generalizacije gdje je D pol reda m ve¢eg od 1. U tom
slu¢aju se pojavljuje bazdarna funkcija h(t) = (logt=1)™1, a
cijevna funkcija za h-Minkowski izmjeriv slu&aj glasi

AN Q| = t""Ph(t)(M+ O(t*)) kad t — 0%

| gornji i dolnji D-dim. Minkowskijev sadrzaj RFD-a (A, ) su
beskonadni.



Dovoljni uvjeti Minkowskijeve izmjerivosti su skoro nuZzni

Gore navedeni dovoljni uvjeti za Minkovskijevu izmjerivost RFD-a
(A, Q) su skoro nuzni. Dodatni uvjet za obrat je uvjet languidnosti
(mlohavosti) na (4 . Dokaz koristi Mellinovu integralnu
transformaciju.

Moguce su i generalizacije gdje je D pol reda m ve¢eg od 1. U tom
slu¢aju se pojavljuje bazdarna funkcija h(t) = (logt=1)™1, a
cijevna funkcija za h-Minkowski izmjeriv slu&aj glasi

AN Q| = t""Ph(t)(M+ O(t*)) kad t — 0%

| gornji i dolnji D-dim. Minkowskijev sadrzaj RFD-a (A, ) su
beskona&ni. Sli¢no i u h-Minkowski neizmjerivom slu¢aju:

AN Q| = tN"Ph(t)(G(Int™1) + O(tY)) kad t — 0



Generalizirani Cantorovi skupovi C("2)

Neka je m prirodan broj > 2 i a € (0, #) U prvom koraku u
interval [0, 1] postavimo m ekvidistantnih intervala 3irine a svaki,
te izvadimo preostalih m — 1 otvorenih intervala, svaki Sirine

(1 —ma)/(m—1). U drugom koraku nastavljamo na isti nacin s
preostalih m intervala, skalirajuéi s faktorom a, itd. ad infinitum.
Time dobivamo generalizirani Cantorov skup C(™?) . Skup C(21/3)
je standardan Cantorov skup.
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Vrijedi D := dimg C(m2) = logy/, m (= dimy) (Falconner) i skup
A = C(m2) je Minkowski nedegeneriran i neizmjeriv (Z 2003.):



Generalizirani Cantorovi skupovi C("2)

Neka je m prirodan broj > 2 i a € (0, #) U prvom koraku u
interval [0, 1] postavimo m ekvidistantnih intervala 3irine a svaki,
te izvadimo preostalih m — 1 otvorenih intervala, svaki Sirine

(1 —ma)/(m—1). U drugom koraku nastavljamo na isti nacin s
preostalih m intervala, skalirajuéi s faktorom a, itd. ad infinitum.
Time dobivamo generalizirani Cantorov skup C(™?) . Skup C(21/3)
je standardan Cantorov skup.

Vrijedi D := dimg C(m2) = logy/, m (= dimy) (Falconner) i skup
A = C(m2) je Minkowski nedegeneriran i neizmjeriv (Z 2003.):

1/ 2D \*P . 1-ma\?! 1-a
ME(A)ZD(l—D) , MD(A):< > T

m-—1



Generalizirani Cantorovi skupovi C("2)

Neka je m prirodan broj > 2 i a € (0, #) U prvom koraku u
interval [0, 1] postavimo m ekvidistantnih intervala 3irine a svaki,
te izvadimo preostalih m — 1 otvorenih intervala, svaki Sirine

(1 —ma)/(m—1). U drugom koraku nastavljamo na isti nacin s
preostalih m intervala, skalirajuéi s faktorom a, itd. ad infinitum.
Time dobivamo generalizirani Cantorov skup C(™?) . Skup C(21/3)
je standardan Cantorov skup.

Vrijedi D := dimg C(m2) = logy/, m (= dimy) (Falconner) i skup
A = C(m2) je Minkowski nedegeneriran i neizmjeriv (Z 2003.):

1/ 2D \*P . 1-ma\°t 1-2
ME(A)ZD(l—D) . M D(A):<m_1> T
Glavne kompleksne dimenzije od C(™2) su (LRZ 2017.):

27

In(1/a)
i sve su jednostruke. Period p = In(217;a) ne ovisi o m, te p — 0 kad
a — 0", Pritom takoder i D — 0.

dimpc C(™3) = D + i7




Kvaziperiodi¢ki skupovi (LRZ, 2017. Adv. Math.)
Funkcija G = G(7) : R — R je n-kvaziperioditka, ako je
G(t)=H(r,7,...,7) :R" = R, n > 2, gdje je j-ta komponenta
od H periodi¢ka s minimalnim periodom T; i Ty,..., T, su
racionalno nezavisni (tj. linearno nezavisni nad poljem Q). Brojevi
Ty zovu se kvaziperiode od G.
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Za funkciju G kaZzemo da je transcendentno n-kvaziperiodi¢ka ako
su periodi Ti,..., T, algebarski nezavisni, tj. linearno nezavisni
nad poljem Q svih algebarskih brojeva. Posebno, Ti/T; su
transcendentni za sve | # j.
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Za n =2, neka je G(7)
nekonstantne i T;-perioditke, j =

= Gi(7) + Ga(7), gdje su G;
1,2,a T1/T> transcendentan



Kvaziperiodi¢ki skupovi (LRZ, 2017. Adv. Math.)
Funkcija G = G(7) : R — R je n-kvaziperioditka, ako je
G(t)=H(r,7,...,7) :R" = R, n > 2, gdje je j-ta komponenta
od H periodi¢ka s minimalnim periodom T; i Ty,..., T, su
racionalno nezavisni (tj. linearno nezavisni nad poljem Q). Brojevi
Ty zovu se kvaziperiode od G.

Za funkciju G kaZzemo da je transcendentno n-kvaziperiodi¢ka ako
su periodi T1,..., T, algebarski nezavisni, tj. linearno nezavisni
nad poljem Q svih algebarskih brojeva. Posebno, Ti/T; su
transcendentni za sve i # j.

Za n =2, neka je G(7) = G1(7) + Ga(7), gdje su G;
nekonstantne i Tj-perioditke, j = 1,2, a T1/ T, transcendentan.

Neka je A C RN omeden skup t.d.
Ae] = tNP(G(Int™1) + 0(1)) kada t — OF,

gdje je D € [0, N], a G je transcendentno n-kvaziperioditka.
KaZemo da je A transcendentno n-kvaziperiodi¢an skup.



Kvaziperiodi¢ki skupovi (LRZ, 2017. Adv. Math.)
Funkcija G = G(7) : R — R je n-kvaziperioditka, ako je
G(t)=H(r,7,...,7) :R" = R, n > 2, gdje je j-ta komponenta
od H periodi¢ka s minimalnim periodom T; i Ty,..., T, su
racionalno nezavisni (tj. linearno nezavisni nad poljem Q). Brojevi
Ty zovu se kvaziperiode od G.

Za funkciju G kaZzemo da je transcendentno n-kvaziperiodi¢ka ako
su periodi Ti,..., T, algebarski nezavisni, tj. linearno nezavisni
nad poljem Q svih algebarskih brojeva. Posebno, Ti/T; su
transcendentni za sve | # j.

Za n =2, neka je G(7) = G1(7) + Ga(7), gdje su G;
nekonstantne i Tj-perioditke, j = 1,2, a T1/ T, transcendentan.

Neka je A C RN omeden skup t.d.
Ae] = tNP(G(Int™1) + 0(1)) kada t — OF,

gdje je D € [0, N], a G je transcendentno n-kvaziperioditka.
KaZemo da je A transcendentno n-kvaziperiodi¢an skup.
Sli¢no se definira i transcendentno oo-kvaziperiodi¢an skup.



Konstrukcija 2-kvaziperiodi¢kih skupova
D € (0,1) zadan i A; = C(ma1) C [0,1], Ay = C(m222) C [2,3]
t.d. dimg Ay =dimg Ay = D, {p1,..., px} skup svih razli€itih
prostih djelitelja od my i my, i

my=pt gk, ma = pte pit

gdje su «;, 5; € NU {0}.



Konstrukcija 2-kvaziperiodi¢kih skupova
D € (0,1) zadan i A; = C(ma1) C [0,1], Ay = C(m222) C [2,3]
t.d. dimg Ay =dimg Ay = D, {p1,..., px} skup svih razli€itih
prostih djelitelja od my i my, i

my=pt gk, ma = pte pit

gdje su a;, B; € NU{0}. Ako su eksponentni vektori

def def
e1 = (a1, ou), @@= (B, 5%)

linearno nezavisni nad Q, onda je skup A = A; U A
transcendentno 2-kvaziperiodican.



Konstrukcija 2-kvaziperiodi¢kih skupova
D € (0,1) zadan i A; = C(ma1) C [0,1], Ay = C(m222) C [2,3]
t.d. dimg Ay =dimg Ay = D, {p1,..., px} skup svih razli€itih
prostih djelitelja od my i my, i

my=pt gk, ma = pte pit

gdje su a;, B; € NU{0}. Ako su eksponentni vektori
def def
elé(ala"wak)y e2§(ﬁ17"'a5k)
linearno nezavisni nad Q, onda je skup A = A; U A
transcendentno 2-kvaziperiodi¢an. Glavne kompleksne dimenzije od
A &ine nearitmeti¢ki skup (nije oblika D + cZi za niti koji ¢ > 0):
27 27 27 21

di A=|D+—iZ|u|(D+—=—iZ| =D —ZU—=7Z )i

mee < +Tll> ( +T21> +(T1 T2 )1
gdjesu T, =1In(1/a;), D = logy/,, mj, j =1,2. Sve kompleksne
dimenzije su jednostruke.



Konstrukcija 2-kvaziperiodi¢kih skupova
D € (0,1) zadan i A; = C(ma1) C [0,1], Ay = C(m222) C [2,3]
t.d. dimg Ay =dimg Ay = D, {p1,..., px} skup svih razli€itih
prostih djelitelja od my i my, i

my=pt gk, ma = pte pit

gdje su a;, B; € NU{0}. Ako su eksponentni vektori

def def
elé(ozl,...,ak), egé(ﬁl,...,ﬂk)
linearno nezavisni nad Q, onda je skup A = A; U A
transcendentno 2-kvaziperiodi¢an. Glavne kompleksne dimenzije od
A &ine nearitmeti¢ki skup (nije oblika D + cZi za niti koji ¢ > 0):
27 27 27 21

di A=|D+—iZ|u|(D+—=—iZ| =D —7Z\U =7 )i

e < +Tll> ( +T21> +(T1 T2 )1
gdjesu T, =1In(1/a;), D = logy/,, mj, j =1,2. Sve kompleksne
dimenzije su jednostruke. Dokaz se temelji na uporabi
Gel'fond—Schneiderova teorema (1934.) iz teorije transc. brojeva:
p € Q041 i x iracionalan algebarski = p* transcendentan.



Konstrukcija n-kvaziperiodi¢kih skupova za n > 2

D € (0,1) zadan, Ay = Clma) .. A, = C(mman) [
dimg Ay = --- =dimg A, = D, jed. intervali (/;) disjunktni,
{p1,---, Pk} skup svih razli¢itih prostih djelitelja od mq,..., m, i

aj Qi .
mj:plj"'pkja J=1...n

gdje su ajjj € NU {0}.



Konstrukcija n-kvaziperiodi¢kih skupova za n > 2
D € (0,1) zadan, Ay = Clma) .. A, = C(mman) [

dimg Ay = --- =dimg A, = D, jed. intervali (/;) disjunktni,
{p1,---, Pk} skup svih razli¢itih prostih djelitelja od mq,..., m, i
mj:p?ﬂ.--p?jk’ j=1,...,n
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linearno nezavisni nad Q, onda je skup A = U]_; A; transcendentno
n-kvaziperiodiéan.



Konstrukcija n-kvaziperiodi¢kih skupova za n > 2
D € (0,1) zadan, Ay = Clma) .. A, = C(mman) [

dimg Ay = --- =dimg A, = D, jed. intervali (/;) disjunktni,
{p1,---, Pk} skup svih razli¢itih prostih djelitelja od mq,..., m, i
mj:p?ﬂ.--p?jk’ j=1,...,n

gdje su ajjj € NU {0}. Ako su eksponentni vektori
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linearno nezavisni nad Q, onda je skup A = U]_; A; transcendentno
n-kvaziperiodi¢an. Vrijedi:
" or
dimpc A= D —7Z|i
pcA=D+ (U

j=t

gdje su Tj =In(1/a;), D =logy;, mj, j=1,...,n.



Konstrukcija n-kvaziperiodi¢kih skupova za n > 2
D € (0,1) zadan, Ay = Clma) .. A, = C(mman) [

dimg Ay = --- =dimg A, = D, jed. intervali (/;) disjunktni,
{p1,---, Pk} skup svih razli¢itih prostih djelitelja od mq,..., m, i
mj:p?ﬂ.--p?jk’ j=1,...,n

gdje su ajjj € NU {0}. Ako su eksponentni vektori

61:(0511)“'7&1[()7 ,en:(O[n]_,-..,Oénk)

linearno nezavisni nad Q, onda je skup A = U]_; A; transcendentno
n-kvaziperiodi¢an. Vrijedi:
" or
dimpc A= D —7Z|i
pcA=D+ (U

j=t

gdjesu T; =1In(1/a;), D = logy/,, mj, j=1,...,n. Dokaz rabi
Bakerov teorem (1965.): m; poz. algebarski za j=1,...,n, n>2,
Q-linearno nezavisni = 1,Inmyq,...,In m, su Q-linearno nezavisni.



Konstrukcija oo-kvaziperiodi¢kih skupova
D € (0,1) zadan, A; = ¢j + \;C(™:3) C [;, \; > 0,
Zj21 Aj < 400, cg =0, G = Zk<j)‘k' dimBAj =D za svej eN,
intervali (/;);>1 disjunktni, {px}x>1 skup svih prostih brojeva i

o0
mj:Hp:jkGN, _jEN
k=1
gdje su ajy € NU {0}. Ako su eksponentni vektori
& = (ajx)k>1 € lo(R), jEN

linearno nezavisni nad Q, onda je skup A = U2, A; transcendentno
oo-kvaziperiodican.



Konstrukcija oo-kvaziperiodi¢kih skupova
D € (0,1) zadan, A; = ¢j + \;C(™:3) C [;, \; > 0,
Zj21 Aj < 400, cg =0, G = Zk<j)‘k' dimBAj =D za svej eN,
intervali (/;);>1 disjunktni, {px}x>1 skup svih prostih brojeva i

)
mj:Hp:jkGN, _jEN
k=1

gdje su ajy € NU {0}. Ako su eksponentni vektori
& = (ajx)k>1 € lo(R), jEN

linearno nezavisni nad Q, onda je skup A = U2, A; transcendentno
oo-kvaziperiodi¢an. Pravac {Res = D} je prirodna granica za
Cau;l; - {Res > D} — C. Kvaziperiode od A su T; = In(1/aj);

D = logy/,, mj, za sve j € N.



Konstrukcija oo-kvaziperiodi¢kih skupova
D € (0,1) zadan, A; = ¢j + \;C(™:3) C [;, \; > 0,
> j>1 A < +oo, c1—0 CJ—ZKJ)\;( dlmBA =D zasvej €N,
mtervall (1})j>1 disjunktni, {px}«>1 skup svih prostih brojeva i

0o
mJ:prjkGN, JGN
k=1

gdje su ajy € NU {0}. Ako su eksponentni vektori

€ = (ajk)kZI S EOO(R)v JEN

linearno nezavisni nad Q, onda je skup A = U2, A; transcendentno
oo-kvaziperiodi¢an. Pravac {Res = D} je prirodna granica za
Cau;l; - {Res > D} — C. Kvaziperiode od A su T; = In(1/aj);

D = logy/, mj, za sve j € N. Dokaz rabi Bakerov teorem (1965.).

27r

|z m; — oo slijedi a; — 0, dakle T; - o0 i p; = —>0 pa je

{Res = D} doista prirodna granica.



Konstrukcija oo-kvaziperiodi¢kih skupova
D € (0,1) zadan, A; = ¢j + \;C(™:3) C [;, \; > 0,
> j>1 A < +oo, c1—0 CJ—ZKJ)\;( dlmBA =D zasvej €N,
mtervall (1})j>1 disjunktni, {px}«>1 skup svih prostih brojeva i

0o
mJ:prjkGN, JGN
k=1

gdje su ajy € NU {0}. Ako su eksponentni vektori

€ = (ajk)kZI S EOO(R)v JEN

linearno nezavisni nad Q, onda je skup A = U2, A; transcendentno
oo-kvaziperiodi¢an. Pravac {Res = D} je prirodna granica za
Cau;l; - {Res > D} — C. Kvaziperiode od A su T; = In(1/aj);

D = logy/, mj, za sve j € N. Dokaz rabi Bakerov teorem (1965.).

|z m; — oo slijedi a; — 0, dakle T; - o0 i p; = 2

— 0, pa je
{Res = D} doista prirodna granica. Sve je prethodne konstrukcije

mogudce interpretirati i u terminima fraktalnih struna.



Spektralne zeta funkcije
Neka je © omeden otvoren skup u RV, Neka je (1tk)k>1 skup svih
vlastitih vrijednosti Dirichletova problema:

—Au=pu, ue€HIQ), u#0

racunajudi i kratnosti. Niz o(Q) = (u,l(/z)kzl zove se spektar od Q.



Spektralne zeta funkcije
Neka je © omeden otvoren skup u RV, Neka je (1tk)k>1 skup svih
vlastitih vrijednosti Dirichletova problema:
—Au=pu, ue€HIQ), u#0

racunajudi i kratnosti. Niz o(Q) = (u,l(/z)kzl zove se spektar od Q.
Spektralna zeta funkcija od Q je

oo
¢o(s) ot u;5/2, za s € C i Res dovoljno velik.

k=1
Vrijedi svojstvo skaliranja: za A > 0 i Res > dimg(9Q, Q) je
Qals) = A*Ca(s).



Spektralne zeta funkcije
Neka je © omeden otvoren skup u RV, Neka je (1tk)k>1 skup svih
vlastitih vrijednosti Dirichletova problema:
—Au=pu, ue€HIQ), u#0

racunajudi i kratnosti. Niz o(Q) = (u,l(/z)kzl zove se spektar od Q.
Spektralna zeta funkcija od Q je

¢o(s) ot u;5/2, za s € C i Res dovoljno velik.
k=1
Vrijedi svojstvo skaliranja: za A > 0 i Res > dimg(9Q, Q) je
Qals) = A*Ca(s).
(Lapidus, 1993.): Ako je dimg(9Q,Q) < N, onda je
Dhol(CE'kz) = N7 Dmer(cgg) < mB(aQ, Q)7
s = N je jedini pol u {Res > dimg (9%, Q)}; to je jednostavan pol i
Nwpy

res(Cg, N) = me (LRZ, 2017.)



Lapidusovo poopcenje Weylove asimptotike
Dokaz iz 2017. je jednostavniji nego Lapidusov iz 1993. U njemu
se medutim bitno rabi ovaj Lapidusov rezultat iz 1991. (Trans.
AMS, poopcenje znamenite Weylove asimptotike iz 1912.):

Ako je D = dimg(99Q,Q) € (N — 1, N], onda je za svaki d > D,

e

M= ol k2N 1 O(kRHd=N/NY  kad k — oo
N
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Dokaz iz 2017. je jednostavniji nego Lapidusov iz 1993. U njemu
se medutim bitno rabi ovaj Lapidusov rezultat iz 1991. (Trans.
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e
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Lapidusovo poopcenje Weylove asimptotike
Dokaz iz 2017. je jednostavniji nego Lapidusov iz 1993. U njemu
se medutim bitno rabi ovaj Lapidusov rezultat iz 1991. (Trans.
AMS, poopcenje znamenite Weylove asimptotike iz 1912.):

Ako je D = dimg(99Q,Q) € (N — 1, N], onda je za svaki d > D,

e

AT 2N (2+d—N)/N
PSR + O(k ) kad k — oo

Mk =

Ako je D = dimg(09,Q) = N — 1, onda je za svaki d > D,

e

= ]2/

k2N L O(kRHI=N/Nn k) kad k — oo

Ako je M*E(aﬂ,ﬂ) < 00, onda u oba sluaja smijemo staviti

d=D.



Lapidusovo poopcenje Weylove asimptotike
Dokaz iz 2017. je jednostavniji nego Lapidusov iz 1993. U njemu
se medutim bitno rabi ovaj Lapidusov rezultat iz 1991. (Trans.
AMS, poopcenje znamenite Weylove asimptotike iz 1912.):

Ako je D = dimg(99Q,Q) € (N — 1, N], onda je za svaki d > D,

e

M= ol k2N 1 O(kRHd=N/NY  kad k — oo
N

Ako je D = dimg(09,Q) = N — 1, onda je za svaki d > D,

e

= ]2/

k2N L O(kRHI=N/Nn k) kad k — oo

Ako je M*E(aﬂ,ﬂ) < 00, onda u oba sluaja smijemo staviti

d=D.

(LRZ 2017.): Nejednakost Dper(() < dimp(99, Q) u Lapidusovu
teoremu iz 1993. je optimalna: za svaki N > 1 postoji Qc RN td.
j& Dier(¢h) = dimp(09Q, Q).



Inverzni spektralni problem i Minkowskijeva izmjerivost
fraktalnih struna

L = ({;)j>1 neka je fraktalna struna, Q = U;>1/;, |j| =¢;, j > 1.

2
b
uvjetom na 0. (Spektar je niz realnih brojeva py koji tezi u +00.)

Promatramo spektar a( — dd—jz), gdje — uzimamo s nul-rubnim



Inverzni spektralni problem i Minkowskijeva izmjerivost
fraktalnih struna

L = ({;)j>1 neka je fraktalna struna, Q = U;>1/;, |j| =¢;, j > 1.

2 . 2 . .
Promatramo spektar a( — %), gdje —% uzimamo s nul-rubnim

uvjetom na 0. (Spektar je niz realnih brojeva py koji tezi u +00.)
Spektralna funkcija prebrojavanja (spectral counting function) od
L je

def . d2
Ne(p) = jj{)\ € (0,u):Xe a( — @>}, za p € (0, +00)



Inverzni spektralni problem i Minkowskijeva izmjerivost

fraktalnih struna

L = ({;)j>1 neka je fraktalna struna, Q = U;>1/;, |j| =¢;, j > 1.

2 . 2 . .
Promatramo spektar a( — %), gdje —% uzimamo s nul-rubnim

uvjetom na 0. (Spektar je niz realnih brojeva py koji tezi u +00.)
Spektralna funkcija prebrojavanja (spectral counting function) od
L je
def . d2
Ne(p) = jj{/\ € (0,u):Xe a( — @>}, za p € (0, +00)

Geometrijska informacija o £ implicira informaciju o spektru: ako
Jje fraktalna struna £ Minkowski izmjeriva, onda je

Ne(p) = c pt’? — cpMP(L) 1P7% + o(uP/?)  kada p — 400

gdje su ¢y i ¢p pozitivne konstante. Tj., ako je struna L
Minkowski izmjeriva, onda ne postoje oscilacije u drugom ¢&lanu
asimptotskog razvoja funkcije prebrojavanja N (u).



Riemannova hipoteza u terminima fraktalnih struna

Promatramo inverzni spektralni problem ovisan o D € (0, 1), koji
uklju€uje Minkowskijevu izmjerivost:

(ISP)p Ako je fraktalna struna £ takva da je
Ne(p) = e p/? — c.p uP/? + o(uP/?) kada
p — oo za neki ¢ p > 0, slijedi li da je £
Minkowski izmjeriva?
Drugim rije¢ima, moZemo li iz pretpostavke o spektru dobiti
zaklju€ak o Minkowskijevom sadrZaju, tj. o geometriji strune?



Riemannova hipoteza u terminima fraktalnih struna

Promatramo inverzni spektralni problem ovisan o D € (0, 1), koji
uklju€uje Minkowskijevu izmjerivost:

(ISP)p Ako je fraktalna struna £ takva da je
Ne(p) = e p/? — c.p uP/? + o(uP/?) kada
p — oo za neki ¢ p > 0, slijedi li da je £
Minkowski izmjeriva?
Drugim rije¢ima, moZemo li iz pretpostavke o spektru dobiti
zaklju€ak o Minkowskijevom sadrZaju, tj. o geometriji strune?

Za D = 1/2 zna se da je odgovor na problem (ISP);/, negativan.
Stovige, za bilo koji D € (0,1), problem (ISP)p je istinit <=
Riemannova zeta funkcija (g nema nultoéaka na vertikalnom
pravcu {Res = D}.



Riemannova hipoteza u terminima fraktalnih struna

Promatramo inverzni spektralni problem ovisan o D € (0, 1), koji
uklju€uje Minkowskijevu izmjerivost:

(ISP)p Ako je fraktalna struna £ takva da je
Ne(p) = e p/? — c.p uP/? + o(uP/?) kada
p — oo za neki ¢ p > 0, slijedi li da je £
Minkowski izmjeriva?
Drugim rije¢ima, moZemo li iz pretpostavke o spektru dobiti
zaklju€ak o Minkowskijevom sadrZaju, tj. o geometriji strune?

Za D = 1/2 zna se da je odgovor na problem (ISP);/, negativan.
Stovige, za bilo koji D € (0,1), problem (ISP)p je istinit <=
Riemannova zeta funkcija (g nema nultoéaka na vertikalnom
pravcu {Res = D}.

(Lapidus i Maier 1996):

(ISP)p ima pozitivan odgovor za sve D € (0,1), D # 1/2 <=
Riemannova hipoteza je istinita.



Karakterizacija Minkowskijeve izmjerivosti
(LRZ 2017.) Neka je RFD (A, Q) languidan (tj. mlohav: uvjet na
asimptotiku od (4 q). Pretpostavimo da postoji D = dimg(A,Q) i
D < N. Onda su sljedeéa dva svojstva ekivalentna:
e RFD (A, Q) je Minkowski izmjeriv
e D je jedini pol od (4 na kriti&nom pravcu {Res = D} i D je
pol prvog reda.



Karakterizacija Minkowskijeve izmjerivosti
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asimptotiku od (4 q). Pretpostavimo da postoji D = dimg(A,Q) i
D < N. Onda su sljedeéa dva svojstva ekivalentna:

e RFD (A, Q) je Minkowski izmjeriv

e D je jedini pol od (4 na kriti&nom pravcu {Res = D} i D je

pol prvog reda.

ProSiruje rezultat Lapidusa i van Frankenhuijsena za f. strune,
2006. Dokaz koristi Mellinovu transf. i Wiener-Pittov Taub. tm.



Karakterizacija Minkowskijeve izmjerivosti

(LRZ 2017.) Neka je RFD (A, Q) languidan (tj. mlohav: uvjet na
asimptotiku od (4 q). Pretpostavimo da postoji D = dimg(A,Q) i
D < N. Onda su sljedeéa dva svojstva ekivalentna:

e RFD (A, Q) je Minkowski izmjeriv

e D je jedini pol od (4 na kriti&nom pravcu {Res = D} i D je

pol prvog reda.

ProSiruje rezultat Lapidusa i van Frankenhuijsena za f. strune,
2006. Dokaz koristi Mellinovu transf. i Wiener-Pittov Taub. tm.

Uvjet languidnosti je ispunjen za sebi-sli¢cne RFD-ove u reSetkastom
(lattice) slutaju: ri,...,r € (0,1) skalirajuéi faktori sebi-sli¢nog
RFD-a su takvi da je multiplikativna grupa Hj(rj)Z ranga 1 u
(0,+00), tj. jednaka je r” za neki r € (0,1). lli ekv.: brojevi
Inry,...,Inr, razapinju u R diskretnu aditivnu grupu (In r)Z.



Karakterizacija Minkowskijeve izmjerivosti

(LRZ 2017.) Neka je RFD (A, Q) languidan (tj. mlohav: uvjet na
asimptotiku od (4 q). Pretpostavimo da postoji D = dimg(A,Q) i
D < N. Onda su sljedeéa dva svojstva ekivalentna:

e RFD (A, Q) je Minkowski izmjeriv

e D je jedini pol od (4 na kriti&nom pravcu {Res = D} i D je

pol prvog reda.

ProSiruje rezultat Lapidusa i van Frankenhuijsena za f. strune,
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Uvjet languidnosti je ispunjen za sebi-sli¢cne RFD-ove u reSetkastom
(lattice) slutaju: ri,...,r € (0,1) skalirajuéi faktori sebi-sli¢nog
RFD-a su takvi da je multiplikativna grupa Hj(rj)Z ranga 1 u
(0,+00), tj. jednaka je r” za neki r € (0,1). lli ekv.: brojevi
Inry,...,Inr, razapinju u R diskretnu aditivnu grupu (In r)Z.
(Kombrink i Winter, 2018.): ReZetkasti sebi-sli¢ni skupovi u R nisu
Minkowski izmjerivi. (Lapidus i van Frankenhuijsen, 2006.):
Sebi-sli¢na f.s. £ je Mink. izmjeriva < L nije re¥etkasta.



Karakterizacija Minkowskijeve izmjerivosti

(LRZ 2017.) Neka je RFD (A, Q) languidan (tj. mlohav: uvjet na
asimptotiku od (4 q). Pretpostavimo da postoji D = dimg(A,Q) i
D < N. Onda su sljedeéa dva svojstva ekivalentna:

e RFD (A, Q) je Minkowski izmjeriv

e D je jedini pol od (4 na kriti&nom pravcu {Res = D} i D je

pol prvog reda.

ProSiruje rezultat Lapidusa i van Frankenhuijsena za f. strune,
2006. Dokaz koristi Mellinovu transf. i Wiener-Pittov Taub. tm.

Uvjet languidnosti je ispunjen za sebi-sli¢cne RFD-ove u reSetkastom
(lattice) slutaju: ri,...,r € (0,1) skalirajuéi faktori sebi-sli¢nog
RFD-a su takvi da je multiplikativna grupa Hj(rj)Z ranga 1 u
(0,+00), tj. jednaka je r” za neki r € (0,1). lli ekv.: brojevi
Inry,...,Inr, razapinju u R diskretnu aditivnu grupu (In r)Z.
(Kombrink i Winter, 2018.): ReZetkasti sebi-sli¢ni skupovi u R nisu
Minkowski izmjerivi. (Lapidus i van Frankenhuijsen, 2006.):
Sebi-sli¢na f.s. £ je Mink. izmjeriva < L nije re¥etkasta.

OP. Koji RFD-ovi (A, ) ispunjavaju uvjet languidnosti?



NuZdan uvjet za meromorfnu proSirivost (40
Neka je RFD (A, Q) languidan. Pretpostavimo da postoji
D = dimg(A,Q) i D < N.
Ako je 4o meromorfno progiriva na {Res > D — a} za neki
a > 0, tako da je D jedini pol u toj poluravnini, i to reda reda
m > 1, onda je

AN Q| = tN"Ph(t)(M + O(t*)) kad t — 0t

gdje je h(t) = (Int71)™! za t € (0, 1), bazdarna funkcija (gauge
function), i 0 < M < oc.



NuZdan uvjet za meromorfnu proSirivost (40

Neka je RFD (A, Q) languidan. Pretpostavimo da postoji

D = dimg(A,Q) i D < N.

Ako je 4o meromorfno progiriva na {Res > D — a} za neki
a > 0, tako da je D jedini pol u toj poluravnini, i to reda reda
m > 1, onda je

AN Q| = tN"Ph(t)(M + O(t*)) kad t — 0t

gdje je h(t) = (Int71)™! za t € (0, 1), bazdarna funkcija (gauge
function), i 0 < M < oc.
Def. D-dimenzionalni bazdarni Minkowskijev sadrzaj:

D def . |Ath‘
A Q h) = | —_—
MEAL ) = im =Dy

ako limes postoji. U gornjem rezultatu je RFD (A, Q) baZdarno
Minkowski izmjeriv ili h-Minkowski izmjeriv.
Sli¢no definiramo MP (A, Q, h) i M*P(A,Q, h).



BaZdarna funkcija za fraktalnu strunu s bitnim

singularitetima
Neka je £ = Cc(1/3)

W =f(L)=|| %ck
k=1 """

gdieje Lk =L@ ® L, f(x) = X5, fxk.
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k=1



BaZdarna funkcija za fraktalnu strunu s bitnim

singularitetima
Neka je £ = C(1/3)

W =f(L)=|| %E"
k=1 """

gdieje LA=L®- - @ L, f(x) =372, 4ixk. Otekujemo da je
ba¥darna funkcija fraktalne strune £() oblika

h(t) = Z ck(ln %)k& gdjesu ce >0

k=1

Tocnije, za geom. realizaciju A = A,q) f. strune £@) je
1
|Ae| = t17Ph(t)(G(In J)+o(1)) kadat— 0

gdje je D = logs 2 pol prvog reda od (., a bitni singularitet od
. Stovie, aritmetitki skup D + 2%iZ sastoji se od bitnih
singulariteta od (@), a to su jedini izlorirani singulariteti na
kriti¢nom pravcu {Res = D}.
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Pogled odozgor (LRZ, 2017.)
» {fraktalne strune} C {kompaktni skupovi} C {RFD-ovi}
> {Ce} C {Ca} C {Cag} (1990, 2009., 2017.)

> Kategorije:

e FS = {fraktalne strune L} C
CS(RN) = {kompaktni skupovi} C
RFD(R") = {RFD-ovi (A, Q)}

e Paramorfizmi — preslikavanja medu RFD-ovima koja &uvaju
glavne kompleksne dimenzije RFD-ova i njihove kratnosti (kao
i bitne singularitete i prirodne granice)

e OP. Koja su to preslikavanja? Nije nam poznato &ak niti za
fraktalne strune.

» Edukativna uloga Harvey-Polkingova rezultata za
razumijevanje Lebesgueova integrala. Osnovni sadrZaj je
prikladan za studente druge godine studija matematike, kao i
konstrukcija maksimalno singularnih funkcija u Lebesgueovom
prostoru L1(a, B).



Prosireni singularni skup i gornja singularna dimenzija
Za L-izmjerivu funkciju v : Q@ C RY — R definiramo proireni
singularni skup (extended singular set):

1
e-Sing u def {a € Q:limsup — u(x)dx = +oo}
r—o+ T Br(a)

Otevidno je Sing u C e-Sing u. Elemente skupa e-Sing v\ Sing u
moZemo zvati slabim singularitetima od wu: tu su na pr.
logaritamski i iterirani logaritamski singulariteti od u.



Prosireni singularni skup i gornja singularna dimenzija
Za L-izmjerivu funkciju v : Q@ C RY — R definiramo proireni
singularni skup (extended singular set):

N
r—o+ T Br(a)

1
e-Sing u def {a € Q:limsup u(x)dx = +oo}
Otevidno je Sing u C e-Sing u. Elemente skupa e-Sing v\ Sing u
moZemo zvati slabim singularitetima od wu: tu su na pr.
logaritamski i iterirani logaritamski singulariteti od u.
Za zadani prostor (ili samo skup) realnih izmjerivih funkcija X iz

zadanog otv. skupa Q u R definiramo gornju singularnu dimenziju
od X (Z 2002.):

s-dim X % sup{dimp(e-Singu) : u € X}

Otevidno je 0 < s-dim X < s-dim X < N. U vecini slu€ajeva je
s-dim X = s-dim X, ali ne uvijek.



Prosireni singularni skup i gornja singularna dimenzija
Za L-izmjerivu funkciju v : Q@ C RY — R definiramo proireni
singularni skup (extended singular set):

e-Sing u def {ae Q: IimsupiN u(x)dx:+oo}
r—o+ T Br(a)
Otevidno je Sing u C e-Sing u. Elemente skupa e-Sing v\ Sing u
moZemo zvati slabim singularitetima od wu: tu su na pr.
logaritamski i iterirani logaritamski singulariteti od u.
Za zadani prostor (ili samo skup) realnih izmjerivih funkcija X iz

zadanog otv. skupa Q u R definiramo gornju singularnu dimenziju
od X (Z 2002.):

s-dim X % sup{dimp(e-Singu) : u € X}

O&evidno je 0 < s-dim X < s-dim X < N. U veéini sluéajeva je
s-dim X = s-dim X, ali ne uvijek.

(£2002.) Za X = 1< peoo LP(RM) je s-dim X =0, ali
s-dim X = N.



Neki otvoreni problemi za singularne dimenzije

Za bilo koji prostor realnih funkcija X prirodno je pitati se koliko
mogu biti veliki (u smislu Hausdorffove dimenzije) singularni
skupovi funkcija u X, tj. koliko iznose s-dim X i s-dim X.
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Neki otvoreni problemi za singularne dimenzije

Za bilo koji prostor realnih funkcija X prirodno je pitati se koliko
mogu biti veliki (u smislu Hausdorffove dimenzije) singularni
skupovi funkcija u X, tj. koliko iznose s-dim X i s-dim X.

OP. Koliko nam je poznato, za sljedece vektorske prostore X su
vrijednosti singularnih dimenzija s-dim X i s-dim X op¢enito
nepoznate:
» za BMO prostore
za Morreyeve prostore

>
» za Campanatove prostore
» za Orliczeve prostore

>

za Lorentzove prostore

mnoge druge.

Ako je X takav da je s-dim X < s-dim X, onda je prirodno pitati se
postoje li prosireno maksimalno singularne funkcije u X, kojima se
dostize s-dim X.



Kompleksne dimenzije grafa Weierstrassove funkcije
Weierstrassova funkcija W : [0,1] — R:

W(x) = Z A" " cos(2mb"x),
n=1

gdje su A > 11 b > X zadani unaprijed.
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Kompleksne dimenzije grafa Weierstrassove funkcije
Weierstrassova funkcija W : [0,1] — R:

W(x) = i A" " cos(2mb"x),
n=1

gdje su A > 1i b > X\ zadani unaprijed.
Vel je odavno poznata box-dimenzija grafa G(W) funkcije W:

dimg G(W) =2 — logy, A
Tek 2018. je dokazana Mandelbrotova slutnja (Shen):

dimy G(W) =2 — logy, A
David i Lapidus su 2022. dokazali da uz dodatni uvjet b € N vrijedi

2
dimpc G(W) = (2 — log, \) + ﬁiz

Polovi su reda 1 i skup G(W) je nedegeneriran.
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